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（全体） https://home.hiroshima-u.ac.jp/atoda/Thermodynamics/ 2025/04/26，2016/9/15 

戸田昭彦（広島大学） 

（参考６） ファン・デル・ワールス状態方程式： 実在流体のモデル 

（文献） David C. Johnston: "Thermodynamic Properties of the van der Waals Fluid" 

  https://arxiv.org/abs/1402.1205 

この状態方程式は，分子間相互作用のある実在流体を対象とし，総称して流体と呼ばれる気体－液体

間の不連続な１次相転移と，その区別がなくなる臨界点の振る舞いを表現できる。 

Ａ．圧力𝑝を決めるヘルムホルツ自由エネルギー𝐹を，剛体球の項𝐹HSと分子間力による項∆𝑓に分ける。 
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まず𝐹HSについて，剛体球（HS）を有限の排除体積をもつ理想気体とし，１分子当たりの排除体積を𝑣0 =

1/𝜌0として，以下のような自由体積近似をする。 

HS 0 B( )− =p v v k T  

一方，分子間力による項については，１個の分子と他分子との分子間引力による総

エネルギー低下分∆𝑓を以下のように評価する。 
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ただし，𝜙(𝑟)は分子間相互作用エネルギーであり，２分子を無限遠方から互いに近づけたときの低下分

の半分が１分子当たりの低下分となる。分子が密に充填された最大密度𝜌 = 𝜌0のとき最小値∆𝑓 = −𝜖と

なることを前提とする。  以上より，以下の状態方程式を得る。 
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Ｂ．𝑛モル分子の場合： 𝑉 = 𝑛𝑁A𝑣となるので，状態方程式は以下のように表される。 
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　 熱力学的状態方程式  
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（補） この状態方程式は，𝑉 ≫ 𝑏𝑛であれば𝑝 = 𝑛𝑅𝑇/𝑉 − 𝑎(𝑛/𝑉)2となり，さらに𝑛𝑅𝑇/𝑉 ≫ 𝑎(𝑛/𝑉)2すなわち 

𝑉/𝑛 ≫ 𝑎/𝑅𝑇であれば𝑝 = 𝑛𝑅𝑇/𝑉となり，理想気体と一致する。 

Ｃ．熱容量  

上記補のように，体積が十分大きく（密度が十分小さく） 𝑉/𝑛 ≫ 𝑏, 𝑎/𝑅𝑇 であれば，状態方程式は理想気

体と一致し，定積熱容量𝐶𝑉も理想気体の𝐶𝑉
idと等しくなる。さらには(𝜕2𝑝/𝜕𝑇2)𝑉 = 0なので，次式のよう 

に𝐶𝑉は体積に依存せず，温度のみに依存する理想気体の定積熱容量𝐶𝑉
idと一致する。 
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単原子気体のように分子内振動の寄与がない場合，𝐶𝑉
idは温度にも依らず一定なので，この場合の𝐶𝑉は

状態によらず𝐶𝑉 = 𝐶𝑉
id (一定)となる。  

また，熱力学的状態方程式（本文７章）から，𝐶𝑝は次式のように体積にも依存する。 

  

以下では，𝐶𝑉一定を前提とする。 

Ｄ．𝑈と𝑆 
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d𝑈とd𝑆は確かに全微分となり， 
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そこで右図のように，𝑈, 𝑆は(𝑇, 𝑉)平面で一意的に決まる状態量となる。 

Ｅ．断熱可逆変化： 𝑆一定，すなわち上記Ｄの∆𝑆 = 0から， 
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Ｆ．ファン・デル・ワールス気体による可逆カルノーサイクル 

等温過程では，上記Ｄの∆𝑈から， 
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２つの断熱過程では，上記Eから， 
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Ｇ．対応状態： 変数変換により係数𝑎, 𝑏, 𝑛によらない状態方程式が得られる。 
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ただし，𝑝c, 𝑇c, 𝑉cは臨界点（下図青丸）での値であり，下記Ｉ以降および下図の通り，𝑇r < 1となる臨界温

度𝑇c以下では気体と液体間の相転移が生じる。 

なお上記Ｄより，𝐶𝑉 = (3/2)𝑛𝑅となる単原子気体では臨界点を基準として以下のように表される。 

 

 

 

加えて上記文献の統計力学の結果を用いれば，𝑥cを定数として， 

 

 

対応状態での気液相図 
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Ｈ．ジュール＝トムソン効果 

エンタルピー𝐻を一定に保ったまま断熱下で減圧することで温度変化する現象はジュール＝トムソン効

果と呼ばれ，エンタルピー𝐻に関する熱力学的状態方程式（本文７章補６）により，その係数𝜇JTは以下の

ように表される（参考１）。 

  

この現象は断熱下でエントロピー変化が生じる不可逆過程となり，減圧過程のみが可能となる。 

𝜇JT > 0のとき減圧により降温するので，気体の冷却にも利用され，液化も引き起こされ得る。 

 𝐶𝑉 = (3/2)𝑛𝑅となる単原子気体では，上記Gの対応状態におけるエンタルピー差∆𝐻(𝑉r, 𝑇r)の表式か

ら，𝑇r(𝑉r, ∆𝐻)に関する以下の表式が得られる。 

  

この𝑇rを改めて𝑝r(𝑉r, 𝑇r)に代入することで𝑝r(𝑉r, ∆𝐻)も決まり，𝑉rをパラメータとして𝐻固定下の(𝑝r, 𝑇r)の

作図が可能となる。 

 下図の色付きの曲線が，このようにして得られた𝐻一定下の(𝑝r, 𝑇r)のプロットである。 

図の一番下の赤線から，それぞれ∆𝐻/(𝑝c𝑉c) = −7.5, −6, −4, −2, 0, 2, 4, 7, 11, 16, 22, 30, 40, 54 

また，下左・中図の黒破線は次式で表される 𝜇JT = 0 となる点を結んだ曲線 𝑝r0(𝑇r) である。 

  

色付きの各曲線に沿って高圧側（𝑝r > 9）から減圧していくとき，破線と交差する 𝑝r0 で 𝜇JT の符号が負

から正へと変わる。そこで図のように，破線を超えた低圧下では減圧により降温する。 

下図中 𝑝r < 1, 𝑇r < 1 内の灰色太線は気－液共存線（灰色丸は臨界点）を表し，𝑝r < 1, 𝑇r < 1 内の各

曲線は安定領域のみが示されており，黒破線も共存線との交差で途切れる。液相が低温・高圧（右下）

側，気相が高温・低圧（左上）側となる。下右図の立体図では，𝐻一定の各曲線は𝐻の等高線に相当する

ので，図の一番下の赤線を底にした登り坂となり，一点鎖線で示す共存線のつくる面は（液相を底，気

相を頂として，潜熱を高低差とする）垂直な崖に相当する。そこで，𝐻一定の曲線が超臨界状態（青線

 ∆𝐻/(𝑝c𝑉c) = 0）あるいは気相側（紫線 ∆𝐻/(𝑝c𝑉c) = 2）からの減圧により降温して気－液共存線と交差

するとき，固定された𝐻を内分点として部分的な液化が生じ，（紫線のように，気相の安定領域に再び入

らない限り）共存線（各一点鎖線）に沿った減圧により降温が進むことになる。 
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Ｉ．対応状態での等温過程：  
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・対応状態での∆𝐹𝑇r
(𝑉r)，∆𝐺𝑇r

(𝑝r)の等温線(𝑇r 一定) 

ただし，∆𝐺𝑇r
(𝑝r)の曲線は，𝑉rをパラメータとして∆𝐺𝑇r

(𝑇r, 𝑝r(𝑇r, 𝑉r))のプロットとして作成した。 

 

・対応状態での∆𝑆r(𝑉r, ∆𝑈r)，𝐹r(𝑉r, 𝑇r)，𝐺r(𝑝r, 𝑇r)曲面（上記Ｇより） 

 

ファン・デル・ワールス状態方程式では，密度のみが異なり臨界点のある気相と液相が，上の３つの立体

図のように１枚の曲面で表されている。 

･ 一定の(𝑉r, 𝑈r)下では 𝑆r最大， (𝑉r, 𝑇r)下では 𝐹r最小， (𝑝r, 𝑇r)下では 𝐺r最小の状態が最安定となる。 

･ 左・中図では，破線上にあり点線で結ばれた２点の気相と液相が共存し，左図では接平面が共通，中

図では等温下の接線が共通となる。また右図では，共存する気相と液相の𝐺rが破線で交差する。 

･ 臨界点（青丸）を超えると，気相と液相の区別がなくなる。 
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Ｊ． cT T の等温曲線上でのマクスウェルの等面積則 

cT T での等温曲線には，右上図のようにギブズ自由エネルギーGに交

差が生じ，平衡状態としてのG最小の状態が trp で不連続的に変化す

る。この相転移圧力 trp では，密度 /n V が高い高圧相Ａ（液相）と，密度の

低い低圧相Ｂ（気相）が共存する。 

 共存条件は， A B = （ A B=G G ）で表され，書き下すと， 

A A tr A B B tr B

tr B A B A B A( ) ( ) ( )

− + = − +

− = − − −

U TS p V U TS p V

p V V T S S U U
 

ここで， ,U S は，前述Ｄの通り， ( , )T V 平面上で一意的に決まる状態量

であり，等温（ A B=T T ）曲線上で以下の関係が成り立つ。 
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p V V T S U nRT an
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 右中図は， ( , )=p p T V の等温曲線を示したものである（立体図は上記

Ｇ）。この曲線には， trp を与える A B,V V で挟まれた区間に ( ) 0





T

p

V
とな

る不安定領域（緑色）が生じる。この領域は以下の関係により，上図・下 

図中の不安定領域に対応している。 
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一方，図中の準安定領域（赤色）は，熱力学的に不安定な状態ではない

が，右上図のように最安定な平衡状態でもない。 

 A相，B相の共存条件は，右下図の ( , )F T V の共通接線として表される。

実際，確かに共存条件となる = =A B trp p p ， =A Bが満たされている。 
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 cT T の等温下で低圧相Ｂを圧縮する（体積を縮める）と圧力が上昇し，相転移圧力 trp （体積 BV ）に

達すると，高圧相Ａへの相転移が始まる。圧縮を更に進めると，圧力 trp が保たれたまま高密度相Ａの分

率が増し，体積 AV で相転移が完了すると高圧相Ａとして圧力が上昇していく。２相共存領域

A B V V V でのA相，B相の分率 A B A B, ( 1)+ =x x x x は，テコの原理 A A B B( ) ( )− = −x V V x V V で決まる。

このときの A A B B= +F x F x F は，共通接線上での値となり，１相状態よりも低く安定となる。すなわち，状

態方程式の不安定領域と準安定領域が安定な平衡状態として現れることはない。 

rG

trp

rF

AV BV

不安定

準安定

安定高圧相Ａ

安
定
低
圧
相
Ｂ

trp

等温曲線

等温曲線

共通
接線

p

V

低圧相Ｂ

高
圧
相
Ａ

p

V
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 準安定・不安定領域における ( , )=p p T V 曲線の形式的な積分から，  

B B

A A

2 2B

A B A

1 1
d [ ( ) ]d ln ( )

−
= − = + − =  −

− − 
V V

V V

V bnnRT n
p V a V nRT an T S U

V bn V V bn V V
 

B

A
tr B A( ) d − = 

V

V
p V V p V  

この関係式から相転移圧力 trp が決められる。上中図で，影の２つの部分が等面積となるときの trp であ

り，マクスウェルの等面積則とよばれる。（なお，この関係は負圧（ 0p ）になる場合にも成り立つ。） 

 一般の状態方程式の場合でも， d d d= −U T S p V の関係から， , ,U S pが ( , )T V 平面上で一意的に決

まる状態量であれば，熱力学的な安定性に関わらず，等温過程での等面積則の関係が満たされる。 

B

A
tr B Ad ( )=  −  = −

V

V
p V T S U p V V  

 

 

 

Ｋ．飽和蒸気の可逆カルノーサイクル（右図中の黒太線） 

気相，液相の２相共存域内での可逆サイクル。 

等温・等圧下の２相の分率変化に伴う吸熱・膨張と発熱・収縮時の 

等温伝熱による力学的仕事を利用する。 

１） Ａ→Ｂ 等温（ 2T ）・等圧過程 

 液相→気相転移（蒸発）に伴う吸熱と膨張： ( )= −2 2 B AQ T S S  

２） Ｂ→Ｃ 断熱膨張に伴う降温（ →2 1T T ）： =B CS S  

３） Ｃ→Ｄ 等温（ 1T ）・等圧過程 

 気相→液相転移（凝縮）に伴う発熱と収縮： ( )= −1 1 C DQ T S S  

４） Ｄ→Ａ 断熱収縮に伴う昇温（ →1 2T T ）： =D AS S  

そこで可逆カルノーサイクルで一般に成り立つ関係が確認できる。 

 r

( )

( )


−
= = − = − = −

−

1 C D1 1

2 2 2 B A 2

1 1 1
T S SQ TW

Q Q T S S T
 

 なお，𝑇2 = 𝑇と 𝑇1 = 𝑇 − d𝑇の温度差 d𝑇が無限小のとき，
𝑊

𝑄2
=

d𝑇

𝑇
，𝑊 ≅ d𝑝∆𝑉の関係から，𝑝(𝑇)相図

における気－液共存線の勾配 
d𝑝

d𝑇
 と，蒸発に要する潜熱 𝐿 (= 𝑄2)および体積変化 ∆𝑉との間で一般に成

り立つクラペイロン＝クラウジウスの関係式 
d𝑝

d𝑇
=

𝐿

𝑇∆𝑉
 が得られる。歴史的には，この関係式の種々の物

質における確認が，可逆熱機関に関するカルノーの定理が作業物質に依らず成り立つことの実験的証 

明と捉えられ，重要視された（参考１Ａ）。 

   

   

 

  

     

  

       

 
    
   

  

  

   

   

 

  

       

     

       

 
    
    

  
 
  

   

   

 

  

     

  

       

 
    
   

  

  

https://home.hiroshima-u.ac.jp/atoda/Thermodynamics/r01zettaiondo.pdf
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Ｌ．対応状態での臨界点： ２次相転移 

 状態方程式： 
r

r r
r r r2

r r r

8 3
( ) ( )

3 1


= − → =

− 
T

T G
p V p

V V p
 

 等温圧縮率： 
r

1r r

c 2 3

r r r r r

41 1 1
( ) [ ]

6 (3 1)
T T

V T
p

V p V V V

−
= − = −

 −
  

・ r 1T （ cT T ）の等温下での圧力変化に伴う１次相転移では，右

図のように，体積V と等温圧縮率T の等温曲線に相転移圧力 trp

で飛びが生じる。 

・ r 1T （ cT T ）では相転移は起こらず，気体－液体の質的な変

化は生じない。図のようにT の異常性（低いピーク）は残る。 

・  臨界点（ r r( , ) (1,1)=T p ， c c( , ) ( , )=T p T p ）では，１次の微分係数

（体積V ，エントロピーS ）に飛びは生じなくなるが，V やSの微分係

数（Gの２次の微分係数）である等温圧縮率T ，等圧熱容量
pC が

発散し，連続転移である２次相転移となる。 

１） 等温線上での圧力変化（右図）によって臨界点に近づくとき， 

 

r r r

3 2 1/3

r r c

r

1 , 1 , 1

2 2 1
( 1) (1 ) , [ ( ) ]

3 81 1


=  

→ −  − 
−

で，

T

T p V

V p p
p

 

２） 等圧線上での温度変化によって臨界点に近づくとき， 

 

r r r

3 2 1/3

r r

r

1 , 1 , 1

8 1 1
( 1) ( 1) , [ ( ) ]

3 3 1

=  

→ −  − − 
−

で，

p V

p T V

V T C C nR
T

 

３） r 1T の等積線（ r 1=V ）に沿う降温により臨界点に近づくとき， 

 r r r r c

r

1
1 , 1 1 4( 1) ,

6( 1)
=  → −  − 

−
で，　 TV T p T p

T
 

４） r 1T で共存線に沿う昇温により臨界点に近づくとき，気相（ないしは液相）について， 

 
2

r r r r r c

r

1
1 , 1 ( 1), 1 1 4(1 ) ,

12(1 )
= − = +  → −  −  

−
で，　g TV v V v v T p T v p

T
 

 臨界点近くでの気相と液相の振る舞いは一致する。 
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