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      戸田昭彦（広島大学） 

（参考１６） ２変数の凸関数の性質：  

任意の２点間 ( , ) ( , )0 0 0 0u v u u v v− +  +  を結ぶ線分上で ( , )f u v が狭義の意味で上に凸の曲線と

なるためには， ( ) ( , )0 0F t f u t u v t v= +  +  について0 1t  で ( ) 0F t  であればよい。ただし， 
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（広義の意味で上に凸となる条件式は ( ) 0F t  であり， ( ) = 0F t は直線的に変化する向きを表す。）  

そこで，任意の ( , )u v と ,u v  について，以下の不等式が成立する。 
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このとき，任意の ( , )u v で以下が成り立つ。 
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左の２式から， も同時に成立する。  

下に凸となる関数でも同様に， ( ) , ( ) , ( ) ( )( )
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また，n変数の上に凸の関数 ( , , )1 nf u u の場合にも以下について同様に考えればよい。 

 → 定符号の二次形式
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また，この曲面の ( , )0 0u v での接平面は，次式の通り。 
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･ 狭義の上に凸の曲面 ( , ) 2 2f u v u uv v= − + − と接平面の例 
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でも上に凸の曲面にならない例 
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のとき，
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･ 広義の上に凸の曲面の例（直線的に変化する向きがある） 
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のとき，

 

 ( ) ( )22 0F t u v = −  +   から， 0u v + = の向きで ( ) 0F t =  

 

補１） 𝑤 = 𝑓(𝑢, 𝑣)曲面に関する𝑤一定の断面上での曲線𝑣(𝑤0, 𝑢)の凹凸，(∂2𝑣/ ∂𝑢2)𝑤の正負 
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∆𝑓 = 0を保つ微小変化(∆𝑢, ∆𝑣, 0)時の関係を∆𝑣 = 𝐴∆𝑢 + 𝐵(∆𝑢)2とおくと，等式∆𝑓 = 0における

∆𝑢, (∆𝑢)2の係数について各々以下が成り立つ。 
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そこで，𝑓(𝑢, 𝑣)が，１）𝑢, 𝑣と共に単調に変化し，２）上（あるいは下）に凸となる曲面となるとき， 𝑓𝑣，𝑓𝑢，

𝑓𝑢𝑢 + 2𝑓𝑢𝑣𝐴 + 𝑓𝑣𝑣𝐴2の符号が一定となり，𝐴と𝐵の正負，すなわち断面曲線𝑣(𝑤0, 𝑢)の形状が以下の

ように一意的に決まる。なお，ある状態で一意的な値をとる熱力学的な状態量の関数としては単調

変化を前提として構わないであろう。 

 𝑤 = 𝑓(𝑢, 𝑣)曲面の形状 𝑣(𝑤0, 𝑢)曲線の形状 

a） 下に凸の曲面で𝑣と共に単調増加 上に凸の曲線（𝐵 < 0） 

 上に凸の曲面で𝑣と共に単調減少    同上 

 下に凸の曲面で𝑣と共に単調減少 下に凸の曲線（𝐵 > 0） 

 上に凸の曲面で𝑣と共に単調増加    同上 

b） 𝑢, 𝑣に対する依存性が同じ 単調減少（𝐴 < 0） 

 𝑢, 𝑣に対する依存性が逆 単調増加（𝐴 > 0） 

上図の𝑤 = 𝑓(𝑢, 𝑣)や本文中の𝑆(𝑈, 𝑉)は，上に凸の曲面で，両変数の単調増加関数なので，断面曲

線は下に凸の単調減少関数となる。 

参考１５の𝐻(𝑆, 𝑝)は，(
𝜕2𝐻

𝜕𝑆2 )𝑝 > 0，(
𝜕2𝐻

𝜕𝑝2)𝑆 < 0 なので，(
𝜕2𝑆

𝜕𝑝2)𝐻の正負，断面曲線𝑆(𝑝, 𝐻0)の凹凸は不

定となる（本文参照）。  

𝑢 

 𝑓 

𝑣 

https://home.hiroshima-u.ac.jp/atoda/Thermodynamics/00SummaryJ.pdf#page=38
https://home.hiroshima-u.ac.jp/atoda/Thermodynamics/r15isentropic.pdf#page=2
https://home.hiroshima-u.ac.jp/atoda/Thermodynamics/00SummaryJ.pdf#page=40
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補２） 粒子数𝑁（物質量𝑛）の関係する２階の偏微分係数について（参考１７Ｂ） 

示量性の変数による熱力学関数𝑈, 𝑆, 𝐻, 𝐹などについては，粒子数𝑁（物質量𝑛）の増減に伴い，例え 

ばエントロピーには𝑆(𝑈, 𝑉, 𝑁) = 𝑁𝑠(
𝑈

𝑁
,

𝑉

𝑁
)の関係が成り立つ（参考１４）。そこで𝑆(𝑈, 𝑉, 𝑁)の𝑁に関す 

る偏微分係数は𝑠(𝑢, 𝑣)の𝑢, 𝑣に関する偏微分係数で決まる。このため𝑆(𝑈, 𝑉, 𝑁)（超）曲面の凸性を

決める２階の偏微分係数についても，𝑠(𝑢, 𝑣)の𝑢, 𝑣に関する２階の偏微分係数で表される。つまり，

𝑆(𝑈, 𝑉, 𝑁)（超）曲面の凸性を決める微小変化の２次の項∆𝑆2(∆𝑈, ∆𝑉, ∆𝑁)は，新たな特性の要請な 

しに，𝑠(𝑢, 𝑣)曲面の狭義の凸性を表す以下の∆𝑠2(∆𝑢, ∆𝑣)により， 

  ∆𝑠2(∆𝑢, ∆𝑣) = (
𝜕2𝑠

𝜕𝑢2)𝑣∆𝑢2 + 2(
𝜕2𝑠

𝜕𝑢𝜕𝑣
)∆𝑢∆𝑣 + (

𝜕2𝑠

𝜕𝑣2)𝑢∆𝑣2 (< 0 for  ∆𝑢 ≠ 0 or ∆𝑣 ≠ 0)   

∆𝑆2(∆𝑈, ∆𝑉, ∆𝑁) =
1

𝑁
∆𝑠2(∆𝑈 − 𝑢∆𝑁, ∆𝑉 − 𝑣∆𝑁) ≤ 0 と表される広義の凸性を有する。 

 

https://home.hiroshima-u.ac.jp/atoda/Thermodynamics/r17futou.pdf
https://home.hiroshima-u.ac.jp/atoda/Thermodynamics/r14euler.pdf

