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2エネルギー等分配則

比熱の測定は、 自由度を数える実験

さらに、理想気体を仮定して (2.2)式から得られるマイヤーの関係式 cp = cv + R を用い
て、定圧モル比熱の表式を得る。

cp =
(Nf

N
+1

)
R

単原子気体では、U = N
〈p2

x +p2
y+p2

z

2m

〉
より、自由度が Nf = 3N 個と評価される。 従っ

て、エネルギー等分配則による (2.10)式は、単純な計算による (2.6)式を再現する。二原
子気体では、分子の回転の自由度が 2N 個増えるので、Nf = 5N という勘定になる。 こ
れらの自由度から予想される比熱値を表 2.1にまとめる。また、単元素気体の実験値を図
2.1 に示すが、理論値とよく一致しており、比熱が、気体分子の種類や質量に依存せず、
自由度の個数 Nf を反映していることがわかる。

表 2.1 熱容量の理論値。

模型
自由度 定積熱容量 定圧熱容量

Nf Cv/NkB Cp/NkB

単原子の気体 3N 1.5 2.5

二原子分子の気体 5N 2.5 3.5

デュロン＝プティ 6N 3 ≃ 3.0 *1
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図 2.1 単元素気体の比熱。室温 (25◦C)における定圧モル比熱 cpの実験値*1 [1,2]。
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マイヤーの式

• 自由度あたりのエネルギー  kBT/2

• 自由度あたりの定積比熱  kB/2

定積熱容量
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気体の比熱定圧熱容量
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実験事実
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固体の比熱

軽元素で、 
落ち込みが目立つ。
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デュロン=プティ則



最も単純な模型 6

エネルギー

デュロン=プティ則を再現

自由度： Nf = 6  
比熱   ： Cv = 3NkB　

等分配則より

ボルツマン (1871)調和振動子
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固体比熱 の 温度変化

低温領域で、 等分配則が破綻！！
軽元素ほど、 破綻領域が広い
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等分配則の限界 と 
固体の比熱

課題



等分配則 の 前提条件
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• 自由度あたりのエネルギー  kBT/2

• 自由度あたりの定積比熱  kB/2

1. エネルギーが　　　　　　　　　の形で連続的。

2. 古典統計、 Maxwell-Boltzmann (MB) 分布。

ツボQ1
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固体原子の振動を量子化し 

量子統計を適用

方針

•Einstein模型 
•Debye模型



アインシュタイン模型 11

xi 成分の運動方程式 ツボ  
Q2,3,4

固有振動数

エネルギーの量子化 
(振幅の離散化)

3N個の 
調和振動子

量子化

アインシュタイン模型の 状態密度



板書
アインシュタイン比熱
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アインシュタイン比熱との比較 （線形）
14

3

2

1

0

,  
C v

 /N
k B

110010009008007006005004003002001000
, T  (K)

Cu

Pb

Diamond
 Experiment

Einstein 

(a)



10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

,  
C v

 /N
k B

1 10 100 1000
, T  (K)

Cu
Pb

Diamond

 Experiment
Einstein

3
(b)

アインシュタイン比熱との比較 （両対数）
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原子間の相互作用を入れる
16
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2.3 結晶格子の振動
■一次元の原子鎖ばね模型

図 2.7 原子鎖ばね模型。

それぞれの原子の振動を完全に独立とみなすアインシュタイン模型は、単純に過ぎる。
実際の原子に働く力は、隣り合う原子間の距離に依存するはずだ。そこで、図 2.7のよう
に、原子が鎖のようにばねでつながれた模型を考え、格子振動のエネルギーを

U =
N∑

n=1

p2
n

2M
+

N∑

n=1

K
2

(xn − xn−1)2 (2.14)

と表す。ただし、n番目の原子の変位 xn について周期的境界条件 xn+N = xn を課し、自
由度の数を Nとして有限にする。 (2.14)より、運動方程式は、

M
d2xn

dt2 = −K (xn − xn−1) − K (xn − xn+1)

となる。この微分方程式を解くには、

xn = A exp
[
i (kna − ωt)

]
(2.15)

とおいて、フーリエ変換すると良い。これを運動方程式に代入すると、

−Mω2 = −K
(
2 − e−ika − eika

)

ω2 =
2K
M

(1 − cos ka) = −4K
M

sin2 ka
2

ω =

√
4K
M

∣∣∣∣∣ sin
ka
2

∣∣∣∣∣ (2.16)

となり、固有振動 (normal mode) の周波数が得られる。グラフの概形を図 2.8に示す。
原子間の結合を考慮すると、フォノンのエネルギー !ωに波数依存性が生じることがわか
る。このような格子振動を量子化したものを、フォノン (Phonon)*4と呼ぶ。

*4和訳語は、音響量子または音子。
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運動方程式
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フォノンの分散
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フォノン分散
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図 2.8 原子鎖ばね模型の分散関係
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図 2.9 格子振動における波数 k =
1.8π

a
と波数 k = −0.2π

a
の等価性。

■ 波数の定義域
(2.15)式における nは整数なので、

exp
{
i
[(

k+
2π
a

)
na − ωt

]}
= exp

[
i (kna − ωt)

]

より、波数 k+
2π
a
のフォノンは、波数 kのフォノンと完全に等価である。例として、波

数 k =
1.8π

a
と波数 k = −0.2π

a
の状態が同じことを、図 2.9 に示す。 必然的に、エネ

ルギーも同じになるはずで、実際に、(2.16)式は ω
(
k+

2π
a

)
= ω(k) を満たす。従って、

フォノンの波数として意味のある範囲は
−π

a
< k ≤ π

a
(2.17)

に限定される。また、周期的境界条件 xn+N = xn と (2.15)式より、

e ikNa = 1

k =
2π
Na

n (nは整数)

11
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phonon photon

量子化 格子の振動 電磁場の振動

統計性 ボソン ボソン

音速 v 光速 c

ω, k 上限 無限
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と　  は、 完全に等価

2.3 結晶格子の振動
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Cu のフォノン

(c)(c)

(b)

Cu

1

0

2

3

4

5

6

7

8

,  
f  

(T
H

z)

1

0

2

3

4

5

6

7

8

,  k

(a)(a) Cu

Δ

Λ

Σ

Γ

L

K
X

X (d)(d)

縦波 (L) と 横波 (T)
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(a) (b)

縦波 １ つ 横波 ２ つ

縦波 と 横波
Longitudinal wave Transverse wave
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Si のフォノン
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•横光学 (TO) : 2 
•縦光学 (LO) : 1 
•縦音響 (LA) : 1 
•横音響 (TA) : 2
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(2) E∝ k より、 

(1) デバイ周波数 ωD で上限設定、 エネルギーの基準。

(3) 振動状態の総数を 3N とする。

指
針

D
(E

)

E0

∝E2

Cu 近似
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デバイ模型 25

0
E

D(E)
3N

より

ただし、 



板書
デバイ比熱
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比熱関数の比較 28
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デバイ比熱との比較 （線形）
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デバイ比熱との比較 （両対数）
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デバイ温度の実験値 31

表 2.2 デバイ温度 TD の実験値 [12]。

元素
デバイ温度

TD (K)

Li 344

Na 157

K 91

Rb 57

Cs 41

Be 1481

Mg 403

Ca 229

Sr 147

Ba 111

元素
デバイ温度

TD (K)

Cu 347

Ag 227

Au 152

B 1480

Al 433

Ga 325

In 112

Tl 79

元素
デバイ温度

TD (K)

C 2250a

Si 645

Ge 373

Sn 199

Pb 105

As 282

Sb 220

Bi 120

a ダイヤモンド構造

2.5 まとめ
■格子比熱
• 低温比熱の減少は、エネルギーの量子化が原因だった。
• 隣り合う原子間の結合を考慮すると、k ∼ 0 近傍に光と同じ分散関係が生じるが、
波数の周期性からエネルギーに上限が生じる。

• デバイ近似
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

D(E) ∝ E2 (E ≤ !ωD)
D(E) = 0 (E > !ωD)

を適用すると、格子比熱は
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Cv = 3NkBT (T ≫ TD)
Cv ∝ T3 (T ≪ TD)

となり、比熱の実験値をおおむね再現する。

■ 電子比熱の謎
格子振動の量子化により、固体の比熱が、主に原子の自由度に起因することが判明し

た。しかし、大きな問題がひとつ残されている。第２章のドルーデ模型で仮定した伝導
電子の気体の自由度は、なぜ、比熱測定で検出されないのだろうか？　等分配則によれ
ば、原子あたり１つの伝導電子を放出する金属では、3

2
NkB の電子比熱があるはずだ。実

19



格子比熱

•原点近傍に、 光と同じ分散関係。 

•波数に周期性、 エネルギーに上限。
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デュロン＝プティ則

∝T3 則
デバイ比熱

•格子振動の自由度に由来する  
フォノン比熱 で 説明できる。

低温比熱の減少は、 エネルギーの量子化 が原因



何かを 
忘れて 
いませんか？
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電子気体の自由度  3NkB/2  は、 どこへ？

電気伝導と熱伝導を、 電子の気体で説明



自由度喪失

次回

第4講　電子フェルミ気体
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意地を通せば窮屈だ




