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電子の気体 •電気伝導 
•熱伝導



実験事実
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固体の比熱 

電子比熱　　　　　は、 一体、 どこへ？？？



5

電子比熱の謎

あるはずだ！

•エネルギー等分配則 

•ウィーデマン＝フランツ則 
　　　　　の導出に成功

検出されない？

•実験で観測されるのは、 
　　　ほぼフォノン比熱 

•金属でも絶縁体でも、  
　　高温で Cv = 3NkB

金属中の 伝導電子の自由度 は、  
一体、 どこへ行ってしまったのか？

?
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自由度喪失の 
原因 と 影響

課題



固体中の電子気体は、
とりわけ密度が高い
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古典統計、 Maxwell-Boltzmann (MB) 分布 
 ↓  

量子統計、 Fermi-Dirac (FD) 分布

電子は、 他の電子と同じ状態をとれない。

パウリの排他律

Wolfgang Ernst Pauli 
1900 — 1958

電子は排他的

意地を
通せば
窮屈だ



等分配則 の 前提条件
8

• 自由度あたりのエネルギー  kBT/2

• 自由度あたりの定積比熱  kB/2

1. エネルギーが　　　　　　　　　の形で連続的。

2. 古典統計、 Maxwell-Boltzmann (MB) 分布。

前々回の 
ツボQ1
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量子統計を用いて 
ドルーデ模型を改訂

方針

•Pauliの排他律 
•Sommerfeld模型



板書
状態密度
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電子状態は、 
波数空間 で 
等間隔に 
並んでいる。

電子状態



フェルミ気体の描像
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, EEF0

D(EF)

, D(E)

状態密度
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各種フェルミ変数の計算値

となる。よって、フェルミ準位における状態密度 D(EF)も 3√nに比例することがわかる。

また、(4.14)式と (4.16)式を辺々かけて、(4.11)を代入すると、D(EF) ·EF =
k3

F

2π2 =
3
2

n

となるので、簡潔で便利な式
n =

2
3

D(EF) · EF (4.17)
が得られる。

表 4.1 各種フェルミ変数の計算値。

元素 Z
n kF λF vF EF TF D(EF)/V

(/nm3) (/Å) (Å) (km/s) (eV) (103K) (/nm3eV)

29Cu 1 84.7 1.36 4.62 1573 7.03 81.6 18.1

47Ag 1 58.6 1.20 5.23 1391 5.50 63.8 16.0

79Au 1 59.0 1.20 5.22 1394 5.53 64.1 16.0

13Al 3 181 1.75 3.59 2025 11.7 135 23.3

■ 各種フェルミ変数の計算値
(4.11) – (4.16)式から定数因子を落とすと、次のようにまとめることができる。

kF =
2π
λF
∝ vF ∝

√
EF ∝ D(EF) ∝ 3√n (4.18)

要するに、自由電子気体の各種フェルミ変数は、すべて、電子密度 n の冪乗に従う。 そ
こで、表?? で価数から算出した n を (4.11) – (4.16) 式に代入した結果を、表 4.1 にまと
める。
• フェルミ波長 λF は、格子定数と同程度。
• フェルミ温度 TF は、数万度の高さで、室温より二桁も高い。
• フェルミ速度 vF は、光速の 0.5%程度に達する。
• (??)式における室温古典気体の電子の速さ

√
⟨v2⟩ ≃ 116 km/sに比べると、フェル

ミ速度 vF は、一桁ほど速い。

8

格子定数と同程度

光速の 0.5 % 程度

室温の数百倍
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フェルミ＝ディラック分布関数

1.0

0.5

0

, E

4kBT

µ µ+2kBTµ–2kBT

ツボQ3,Q4
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フェルミ気体と古典気体

■ フェルミ分布関数の概形
フェルミ分布関数は、図 4.5のように、エネルギー Eの低下とともに単調に増加する。

しかし、E→ −∞ としても fFD(E)→ 1 に漸近して、占有数が決して 1を超えることが
無く、パウリの排他律と整合している。 一方、E → +∞ では fFD(E) → 0 に漸近する。
結局、1と 0の間の占有数は、E ∼ µの近傍だけに見られる。そこで、E = µにおける接
線の傾きを評価すると

d fFD(E)
dE

∣∣∣∣∣
E=µ
= − e (E−µ)/kBT

kBT
[
e (E−µ)/kBT + 1

]2

∣∣∣∣∣∣
E=µ

= − 1
4 kBT

となるので、図 4.5 のような形になる。 そこで、フェルミ端の幅を表すエネルギー と
して、 ∆E = 4kBT

が、よく用いられる。温度 Tに比例して、フェルミ端の幅が広がる様子を、図 4.6に示す。

■ エネルギー分布と運動量分布
一般に、粒子の分布は、状態密度と分布関数の積で与えられる。フェルミ気体と古典気

体のエネルギー分布および運動量分布の形は、式 (4.10)と式 (4.18)より

fFD(E) D(E) ∝
√

E
e β(E−µ) + 1

fFD

(
1

2m p2
)
· 1 ∝ 1

e β(
1

2m p2−µ) + 1

fMB(E) D(E) ∝
√

E e−βE fMB

(
1

2m p2
)
· 1 ∝ e−

1
2m βp2

となる。 例として、温度 T = 0.02 TF における分布を、図 4.7 に示す。 銅の EF を基準
にすると、約 1600 Kの温度に相当する*4。古典気体では、ほとんどの粒子が放物線の底
E ! 1.5 kBT の領域に溜まっており、その運動量は原点近傍にぼんやりとバラついて正規
分布を示す。一方、フェルミ気体では、細長いグラスに水を注いだときのように、パウリ
排他律の制約により、電子が高いエネルギー準位 EF まで到達している。また、運動量に
ついては、大きなフェルミ球の内側に広く薄く一定の密度で分布しており、フェルミ球の
外側はきれいさっぱり空になる。

*4現実の銅の融点は 1358 Kなので、固体金属で kBT = 0.02 EF の高温電子気体を実現するのは難しい。
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エネルギー分布

■ フェルミ分布関数の概形
フェルミ分布関数は、図 4.5のように、エネルギー Eの低下とともに単調に増加する。

しかし、E→ −∞ としても fFD(E)→ 1 に漸近して、占有数が決して 1を超えることが
無く、パウリの排他律と整合している。 一方、E → +∞ では fFD(E) → 0 に漸近する。
結局、1と 0の間の占有数は、E ∼ µの近傍だけに見られる。そこで、E = µにおける接
線の傾きを評価すると
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E=µ
= − e (E−µ)/kBT

kBT
[
e (E−µ)/kBT + 1

]2

∣∣∣∣∣∣
E=µ

= − 1
4 kBT

となるので、図 4.5 のような形になる。 そこで、フェルミ端の幅を表すエネルギー と
して、 ∆E = 4kBT

が、よく用いられる。温度 Tに比例して、フェルミ端の幅が広がる様子を、図 4.6に示す。

■ エネルギー分布と運動量分布
一般に、粒子の分布は、状態密度と分布関数の積で与えられる。フェルミ気体と古典気

体のエネルギー分布および運動量分布の形は、式 (4.10)と式 (4.18)より

fFD(E) D(E) ∝
√

E
e β(E−µ) + 1

fFD

(
1

2m p2
)
· 1 ∝ 1

e β(
1

2m p2−µ) + 1

fMB(E) D(E) ∝
√

E e−βE fMB

(
1

2m p2
)
· 1 ∝ e−

1
2m βp2

となる。 例として、温度 T = 0.02 TF における分布を、図 4.7 に示す。 銅の EF を基準
にすると、約 1600 Kの温度に相当する*4。古典気体では、ほとんどの粒子が放物線の底
E ! 1.5 kBT の領域に溜まっており、その運動量は原点近傍にぼんやりとバラついて正規
分布を示す。一方、フェルミ気体では、細長いグラスに水を注いだときのように、パウリ
排他律の制約により、電子が高いエネルギー準位 EF まで到達している。また、運動量に
ついては、大きなフェルミ球の内側に広く薄く一定の密度で分布しており、フェルミ球の
外側はきれいさっぱり空になる。

*4現実の銅の融点は 1358 Kなので、固体金属で kBT = 0.02 EF の高温電子気体を実現するのは難しい。
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運動量分布

(粒子分布) = (占有率) × (状態密度)

ツボQ1,Q2



板書
電子比熱
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図 3.9 Cu の比熱 [2] と、低温域
(T < 5 K) で決定した一次項 Cel =

0.688 T mJ/mol K2 および 三次項
0.048 T3 mJ/mol K2。

3.3 電場への応答
■ドルーデの式
次に、電子フェルミ気体の電場への応答を考えよう。 古典論で導出されたドルーデの

式 (2.19)は、どのように変更されるであろうか？　フェルミ＝ディラック統計を踏まえる
と、図 2.6の電場下における電子分布は、図 3.10のように修正される。電場 Eによって、
すべての電子が一様に −eEの力を受けて加速され、運動量空間を漸進する。

d p(t)
dt
= −eE

これによって、フェルミ球の全体がシフトし、運動エネルギーの増加と、散乱によるエネ
ルギー緩和が釣り合うところで平衡になる。しかし、パウリの排他律があると、フェルミ
球の深部の電子は、よりエネルギーの低い状態がすべて埋まっているために、散乱され
ることができない。図 3.10に示すように、フェルミ面近傍の薄皮一枚の電子だけが、散
乱される余地があり、エネルギーを失うことが許される。加速によって、電子の運動エネ
ルギーがフェルミ準位を超えてから、散乱によって、フェルミ準位の下に落ちるまでの平
均時間を τとおくと、運動量空間におけるフェルミ面のシフト量は −eEτと予想され、流
動速度は vd = −

e τ
m

E (2.16)
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Cu の 格子比熱 と 電子比熱
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フェルミ縮退
•電子がすしづめ 
•身動き取れない 
•深さ EF ≫ 4kBT
•高々、 薄皮一枚

深い電子を取り出すには、 
 数万度 の熱エネルギーが必要

 自由度の凍結



23γ の 実験値 と 理論値表 4.2 電子比熱係数の実験値 γexp [?]と、自由電子模型の状態密度 (4.16)から計算した値 γth。

元素
価数 実験値 γexp 理論値 γth 比

Z (mJ/mol K2) (mJ/mol K2) γexp/γth

Li 1 1.65 0.75 2.2

Na 1 1.38 1.12 1.2

K 1 2.08 1.73 1.2

Rb 1 2.63 1.99 1.3

Cu 1 0.69 0.50 1.4

Ag 1 0.64 0.64 1.0

Au 1 0.69 0.64 1.1

Be 2 0.171 0.49 0.35

Mg 2 1.26 0.99 1.3

Ca 2 2.73 1.50 1.8

Zn 2 0.64 0.75 0.85

Cd 2 0.69 0.95 0.73

Al 3 1.35 0.91 1.5

In 3 1.66 1.23 1.3

Tl 3 1.47 1.31 1.1

C a 4 0 0.49 0

Si 4 0 1.14 0

Sn 4 1.78 1.38 1.3

Pb 4 2.99 1.50 2.0

As 5 0.191 1.29 0.15

Sb 5 0.119 1.61 0.07

Bi 5 0.0085 1.79 0.005

a ダイヤモンド構造

16

ダイヤ
モンド

表 4.2 電子比熱係数の実験値 γexp [?]と、自由電子模型の状態密度 (4.16)から計算した値 γth。

元素
価数 実験値 γexp 理論値 γth 比

Z (mJ/mol K2) (mJ/mol K2) γexp/γth

Li 1 1.65 0.75 2.2

Na 1 1.38 1.12 1.2

K 1 2.08 1.73 1.2

Rb 1 2.63 1.99 1.3

Cu 1 0.69 0.50 1.4

Ag 1 0.64 0.64 1.0

Au 1 0.69 0.64 1.1

Be 2 0.171 0.49 0.35

Mg 2 1.26 0.99 1.3

Ca 2 2.73 1.50 1.8

Zn 2 0.64 0.75 0.85

Cd 2 0.69 0.95 0.73

Al 3 1.35 0.91 1.5

In 3 1.66 1.23 1.3

Tl 3 1.47 1.31 1.1

C a 4 0 0.49 0

Si 4 0 1.14 0

Sn 4 1.78 1.38 1.3

Pb 4 2.99 1.50 2.0

As 5 0.191 1.29 0.15

Sb 5 0.119 1.61 0.07

Bi 5 0.0085 1.79 0.005

a ダイヤモンド構造

16

表 4.2 電子比熱係数の実験値 γexp [?]と、自由電子模型の状態密度 (4.16)から計算した値 γth。

元素
価数 実験値 γexp 理論値 γth 比

Z (mJ/mol K2) (mJ/mol K2) γexp/γth

Li 1 1.65 0.75 2.2

Na 1 1.38 1.12 1.2

K 1 2.08 1.73 1.2

Rb 1 2.63 1.99 1.3

Cu 1 0.69 0.50 1.4

Ag 1 0.64 0.64 1.0

Au 1 0.69 0.64 1.1

Be 2 0.171 0.49 0.35

Mg 2 1.26 0.99 1.3

Ca 2 2.73 1.50 1.8

Zn 2 0.64 0.75 0.85

Cd 2 0.69 0.95 0.73

Al 3 1.35 0.91 1.5

In 3 1.66 1.23 1.3

Tl 3 1.47 1.31 1.1

C a 4 0 0.49 0

Si 4 0 1.14 0

Sn 4 1.78 1.38 1.3

Pb 4 2.99 1.50 2.0

As 5 0.191 1.29 0.15

Sb 5 0.119 1.61 0.07

Bi 5 0.0085 1.79 0.005

a ダイヤモンド構造

16

絶縁体 （C, Si） の γexp は、 ゼロ。 

半金属 (As, Sb, Bi) の γexp は、 微小。 

典型金属は、 それなりに合う。熱的有効質量



自由度の凍結

電子比熱の謎が、 解決した。

伝導現象は、 どうなるのか？



板書
電場への応答
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電場への応答
•電場 E によるフェルミ面のシフト 

•散乱 1/τ による原点への引き戻し

つりあって定常へ 
シフト量

px
~kF

0

0

px

py

E

EF

E

∆p

∆p

∆p

流動速度

電流密度

ドルーデの式は不変
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ドルーデの式 の 導出過程

分布関数に依存しない！
緩和時間近似

vΔt

dS

−en

体積 :  (vΔ
t) • dS



板書
フェルミ気体の熱伝導率



ウィーデマン＝フランツ則
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室温での実験値

フェルミ気体

約2倍になって、実験とほぼ一致。
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ゾンマーフェルトの平均自由行程

どうやって、 
 原子をすり抜けるのか？？

温度に 
よらない 

定数

古典電子気体の速度

室温で 117 km/s

102

103

104

105

106

, 

1 10 100 1000
, T  (K)

Al

Cu

Au

Ag

ℓ(T) が一定 
不純物や欠陥
による散乱 
（残留抵抗）



まとめ
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~~ ゾンマーフェルト模型 ~~

電子の密度が高く、　　　　　　　のとき、 フェルミ縮退 が起きる。  大部分の電子の 

自由度が凍結 し、 フェルミ面の薄皮一枚の電子たちが、  金属の物性を支配する。

• 電子比熱の式　　　　　　　　　　が導出され、 電子比熱の謎が解けた。 

• ドルーデの式　　　　　  は不変だが、  τ の意味が微修正された。 

• 伝導電子の速度が、　　　　　　　　　　　から 　　　　　　　　に修正された。 

• 熱伝導率の式が 　　　　　　　に修正され、 ローレンツ数の謎が解けた。 

• 平均自由行程が ℓ = vF τ に修正され、 散乱源の謎が 一部 解けた (残留抵抗)。



深まる謎
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ℓ の推定値がますます長く
なぜ、 電子は、

数Åおきに並んでいる原子に 散乱されず に、
数万Åから数十万Åも走り続けることができるのか？

固体の中では、一体、何が起きているのか？
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量子ビームを打て

次回

第5講　波動と結晶
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次回

第5講　波動と結晶

そして、 電子くんは、 結晶格子に出会う


