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6.21 演習問題. 次の (i), (ii)が成り立つことを示せ.

(i) An (B, µ)-零集合 ∀n ∈ N ⇒
∪∞

n=1 An (B, µ)-零集合.

(ii) An (B, µ)-a.e. 集合 ∀n ∈ N ⇒
∩∞

n=1 An (B, µ)-a.e. 集合.

証明. (i)を示す．Anは (B, µ)-零集合より，任意の n ∈ Nに対して，

∃Bn ∈ B s.t. µ(Bn) = 0, An ⊂ Bn.

ここで，
∪∞

n=1 An ⊂
∪∞

n=1 Bn,
∪∞

n=1 Bn ∈ Bかつ，測度の劣加法性すなわち

µ(
∞∪

n=1

Bn) ≤
∞∑

n=1

µ(Bn) = 0

より，
∪∞

n=1 Anは (B, µ)-零集合となる．
(ii)を示す．ド・モルガンの法則より，(

∩∞
n=1 An)c =

∪∞
n=1 Ac

n．よって，集合
∪∞

n=1 Ac
n

が (B, µ)-零集合であることを示せばよい．しかし，Ac
nは (B, µ)-零集合より，(i)から求

める結果を得る．

6.24 演習問題. f, g, hは B-可測関数Rd → Rとする．このとき，次が成り立つことを
示せ.

f ≤ g µ-a.e. g ≤ h µ-a.e. ⇒ f ≤ h µ-a.e.

証明. 集合 {x ∈ Rd : f(x) ≤ g(x)}と {x ∈ Rd : g(x) ≤ h(x)}は µ-a.e. 集合より，共通部
分集合 {x ∈ Rd : f(x) ≤ g(x)} ∩ {x ∈ Rd : g(x) ≤ h(x)}は µ-a.e. 集合である．また，

{x ∈ Rd : f(x) ≤ g(x)} ∩ {x ∈ Rd : g(x) ≤ h(x)} ⊂ {x ∈ Rd : f(x) ≤ h(x)}

より，{x ∈ Rd : f(x) ≤ h(x)}は µ-a.e. 集合となる．
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