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1 積分の定義

記号¶ ³
Z 整数全体、N 正の整数全体、R 実数全体、Q 有理数全体
R≥0 := {x ∈ R : x ≥ 0}, R>0 := {x ∈ R : x > 0}, R := R ∪ {−∞, +∞}.µ ´

1.1 定義. Bを集合の族とする（全体集合を規定する必要はない）。それが次の条件を満たす
とき、Bは quasi σ-fieldをなすという。

(i) ∅ ∈ B
(ii) A,B ∈ B, A ⊂ B ⇒ B \ A ∈ B （ここでB \ A := {x ∈ B : x ̸∈ A}）
(iii) An ∈ B ∀n ∈ N ⇒

⋃∞
n=1 An ∈ B

(iii)において合併の対象となるのは可算無限個の集合達である。

以下Bを quasi σ-fieldとする。さて集合族 {∅}は自明に quasi σ-fieldであるが通常はB ̸=
{∅}と想定している。

1.2 注意. A ∈ Bとすると集合族 {B ∈ B : B ⊂ A} はA上の σ-fieldである。

1.3 補題. (i) A,B ∈ B ⇒ A ∪ B,B \ A,A ∩ B ∈ B.

(ii) An ∈ B ∀n ∈ N ⇒
⋂∞

n=1 An ∈ B.

証明. (i) 使うトリックは A1 := A, A2 := B, An = ∅ n ≥ 3 とおくことである。このとき
A ∪ B =

⋃∞
n=1 An ∈ B. 他方B \ A = (A ∪ B) \ A ∈ B, A ∩ B = B \ (B \ A) ∈ B.

(iii)
⋂∞

n=1 An = A1 \
(⋃∞

n=2(A1 \ An)
)
∈ B.

記号¶ ³
X, Y を空でない集合とする。写像 f : X → Y に対し Dom f := X（定義
域）、Image f := {f(x); x ∈ X}（像）と書く。また部分集合 B ⊂ Y に対し
f−1B := {x ∈ Rd : f(x) ∈ B} （Bの逆像）と書く。µ ´

1.4 定義. Rに値をとる関数 f が次の条件を満たすとき B-measurableであるという。

Dom f ∈ B, f−1{y ∈ R : y < a} ∈ B ∀a ∈ R.

B可測関数が存在するなら B ̸= {∅}である。

1.5 補題. f をDom f ∈ B であるようなR値関数とする。以下の 4条件は同値である。
(i) f is B-measurable.

(ii) f−1{y ∈ R : y ≥ a} ∈ B ∀a ∈ R
(iii) f−1{y ∈ R : y ≤ a} ∈ B ∀a ∈ R
(iv) f−1{y ∈ R : y > a} ∈ B ∀a ∈ R
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証明. (i) ⇔ (ii)をいうには f−1{y ∈ R : y < a}と f−1{y ∈ R : y ≥ a}は互いに他方のDom f

に関する補集合であることを使う。f−1{y ∈ R : y > a} =
⋃∞

n=1 f−1{y ∈ R : y ≥ a + 1/n} よ
り (ii) ⇒ (iv)が f−1{y ∈ R : y < a} =

⋃∞
n=1 f−1{y ∈ R : y ≤ a − 1/n} より (iii) ⇒ (i)が導

かれる。

1.6 系. f をR値関数で B-measurable なものとする。

f−1{y} ∈ B ∀y ∈ R, f−1{y ∈ R : a ≤ y < b} ∈ B ∀a < ∀b

証明. f−1{y ∈ R : a ≤ y < b} = f−1{y ∈ R : y < b} ∩ f−1{y ∈ R : y ≥ a}

1.7 定義. 次の条件を満たすR値関数 f を B-simple functionと呼ぶ。

B-meassurable, Image f は有限集合かつ−∞, +∞を含まない

1.8 定義. 集合の族 Bと関数 µ : B → Rについて次の条件が成り立つとき、(B, µ)（定義域
Bを省略することも多い）はmeasureであるという。

(i) Bは quasi σ-fieldをなす
(ii) µ(A) ≥ 0 ∀A ∈ B（+∞も許す）かつ µ(∅) = 0

(iii) An ∈ B ∀n ∈ N, An ∩ Am = ∅ n ̸= m ⇒ µ(
⋃∞

n=1 An) =
∑∞

n=1 µ(An)

(iii)においては+∞に発散する場合も許す。性質 (iii)を σ-additivityという。

1.9 注意. A ∈ Bとすると µを集合族 {B ∈ B : B ⊂ A} 上に制限したものは通常の意味でA

上のmeasureである。

前提¶ ³
以下、(B, µ)をmeasureであってB ̸= {∅}なものとする。µ ´
記号¶ ³
同じ定義域を持つR値関数 f , gに対し条件 g(x) ≤ f(x) ∀x を g ≤ f と表記する。µ ´

1.10 定義. f を非負値関数（+∞の値をとることも許す）であって B-measurableなものと
する。つぎで定義される量（+∞も許す）を f の µについての integralと言う。∫

f µ := sup{
∑

y∈Image g

yµ(g−1{y}) ; g non-negative B-simple function,

Dom g = Dom f, g ≤ f}

もし 0 ∈ Image gかつ µ(g−1{0}) = +∞ の場合にはそれらの積は 0と約束をしておく。

次が成り立つことを確認するのは補題 4.3の登場まで待つことにする。

f is an R-valued B-measurable function ⇒ |f |, max{f, 0}
and max{−f, 0} are non-negative and B-measurable
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1.11 定義. f をR値関数で B-measurableなものとする。∫
max{f, 0}µ < +∞ を満たすとき µ-upper integrable であると∫
max{−f, 0}µ < +∞ を満たすとき µ-lower integrable であるという。

上のいずれかが成り立つときµ-semi integrableであるといい、µ-upper integrableかつµ-lower

integrableであることを µ-integrableという。次を f の µについての integralとよぶ。∫
f µ :=

∫
max{f, 0}µ −

∫
max{−f, 0}µ.

非負値関数についてはmax{−f, 0} = 0であるから、非負値可測関数から一般の可測関数
への拡張はシ－ムレスである。

2 単関数の積分
この節では単関数の積分についていくつか基本的な性質を明らかにしておく。
前提¶ ³

(B, µ)をmeasureであって B ̸= {∅}なものとする。µ ´
2.1 定義. f を非負値 B-simple functionとする。∫

f µ :=
∑

y∈Image f

yµ(f−1{y}) 値としては+∞も許容

もし 0 ∈ Image f かつ µ(f−1{0}) = +∞ の場合にはそれらの積は 0と約束をしておく。

約束¶ ³
R≥0における加法および乗法をR≥0 ∪ {+∞} にまで拡張しておこう。問題
なのは 0と∞の積であるがこれを 0 と約束する。重要なのは分配則

a(x + y) = ax + ay ∀a∀x∀y ∈ R≥0 ∪ {+∞}

が生き残るところである。だが∞−∞ = (1− 1)∞ = 0∞ = 0 という計算
はもちろん間違いである。µ ´
次は定義 2.1から直ちに分かる。

2.2 補題. 非負値B-単関数の積分は非負であり、恒等的に値 0をとる関数の積分は 0である。

2.3 補題. gを Image gが可算集合であるようなR値関数とするときそのB-measurabilityは
条件 g−1{y} ∈ B ∀y ∈ Image g と同値である。
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証明. g−1{y ∈ R : y < a} =
⋃

y∈Image g:y<a g−1{y}.

記号¶ ³
集合Aに対しその要素の個数を ♯Aと表記する。µ ´

2.4 補題. f , gを B-simple function, Dom f = Dom g, φ : R2 → Rを関数（可測性などは要
求しない）とする。合成関数 h : x 7→ φ(f(x), g(x)) も B-simple functionである。

証明. まず関数 hの像が有限集合であることを確かめる。次の関係が決定的である。

(2.5) Image(f, g) ⊂ Image f × Image g.

（左辺の方が右辺より真に小さい集合でありうる。具体例を与えてみよ。）他方、

Imageh = φ(Image(f, g))

という関係が成り立つ。以上により

♯ Image h ≤ ♯ Image(f, g) ≤ ♯ Image f ♯ Image g < +∞

可測性判定として補題 2.3 を使う。(2.5)により

(2.6) h−1{t} =
⋃

y∈Image f,z∈Image g:φ(y,z)=t

f−1{y} ∩ g−1{z}

右辺は補題 2.3 と補題 1.3 により、Bに属することがわかる。

2.7 系. f , gをB-simple functionであってDom f = Dom gとする。a, b ∈ Rに対し 1次結合
af + bgと積 fgも B-simple functionである。

証明. φ(y, z) = ay + bzあるいは φ(y, z) = yz として補題 2.4 を適用する。

2.8 補題. hを non-negative B-simple function, AをR≥0の有限部分集合とする。

Image h ⊂ A ⇒
∫

hµ =
∑
t∈A

tµ(h−1{t})

証明. 右辺の方が余分に加えていることになるが、実際は t ̸∈ Image h なら h−1{t} = ∅ であ
る。測度の性質により µ(∅) = 0 だから、余分に足しているところは影響しない。

2.9 補題. A,B ∈ B, A ∩ B = ∅ ⇒ µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B). finite additivity

証明. 補題 1.3 の証明と同じトリックを使って、定義 1.8(iii)から結論を引き出す。

約束¶ ³
以後、測度の σ-加法性というときは有限加法性も込める。µ ´

5



2.10定理. f , gをB-simple functionであってDom f = Dom gとする。非負値関数φ : R2 → R
に対して ∫

φ(f, g) µ =
∑

y∈Image f,z∈Image g

φ(y, z)µ(f−1{y} ∩ g−1{z})

証明. 補題 2.4 で示したように h : x 7→ φ(f(x), g(x))は non-negative B-simple function であ
る。さて (2.6)の右辺を構成する集合たちは Bに属しかつ互いに交わらない。したがって

tµ(h−1{t}) =
∑

y∈Image f,z∈Image g:φ(y,z)=t

tµ(f−1{y} ∩ g−1{z})

=
∑

y∈Image f,z∈Image g:φ(y,z)=t

φ(y, z)µ(f−1{y} ∩ g−1{z})

ただし両辺に tを掛けてある。ここで (2.5)によれば

Image h = φ(Image(f, g)) ⊂ φ(Image f × Image g).

補題 2.8を念頭に置いて、tについてA := φ(Image f × Image g)上で足しあわせよう。∑
t∈A

tµ(h−1{t}) =
∑

t∈φ(Image f×Image g)

∑
y∈Image f,z∈Image g:φ(y,z)=t

φ(y, z)µ(f−1{y} ∩ g−1{z})

=
∑

y∈Image f,z∈Image g

φ(y, z)µ(f−1{y} ∩ g−1{z})

他方、補題 2.8により左辺は hの積分と等しい。

2.11 系. f , gを non-negative B-simple functionであってDom f = Dom gとする。

(i) a, b ∈ R≥0 ⇒
∫

(af + bg) µ = a

∫
f µ + b

∫
g µ. （右辺においては 0∞ = 0）

(ii) g ≤ f ⇒
∫

g µ ≤
∫

f µ.

(iii) max{
∫

hµ ; h non-negative B-simple function, Dom h = Dom f, h ≤ f} =

∫
f µ.

証明. まず φ(y, z) = a max{y, 0}+ b max{z, 0} として定理 2.10 を適用する。非負値B-単関
数 af + bgに対してつぎの関係が得られる。∫

(af + bg) µ =
∑

y∈Image f,z∈Image g

(ay + bz)µ(f−1{y} ∩ g−1{z})

右辺を変形するためにさらに φ(y, z) = max{y, 0} として定理 2.10 を適用してみよう。∫
f µ =

∑
y∈Image f,z∈Image g

yµ(f−1{y} ∩ g−1{z})

同様にして次も導くことができる。∫
g µ =

∑
y∈Image f,z∈Image g

zµ(f−1{y} ∩ g−1{z})
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以上を組み合わせると (i)がわかる。さて系 2.7により f − gも B-単関数である。非負値で
あるからその積分は補題 2.2により非負値である。そこで (i)を適用して∫

f µ =

∫
(f − g + g) µ =

∫
(f − g) µ +

∫
g µ ≥

∫
g µ

となる。よって (ii)が示せた。(iii)は (ii)から直ちに従う。

系 2.11(iii)により定義 1.10と定義 2.1が整合することが確認できた。

記号¶ ³
A ⊂ D, D ̸= ∅なる集合の組に対しAのDに関する indicator

functionを 1A:Dと表記する。

1A:D(x) :=

{
1 x ∈ A

0 x ∈ D \ A
定義域はDである

µ ´
2.12 補題. D ∈ B, D ̸= ∅, A ⊂ Dとする。同値性A ∈ B ⇔ 1A:D B-measurable が成り立つ。

2.13 補題. A1, A2, . . . , An ∈ B, D ∈ B, D ̸= ∅, An ⊂ D ∀n, b1, b2, . . . , bn ∈ R≥0とする。こ
のとき

∑n
i=1 bi1Ai:D は非負値 B-単関数であって次が成り立つ。∫ n∑

i=1

bi1Ai:D µ =
n∑

i=1

biµ(Ai).

証明. 系 2.11(i)により n = 1, b1 = 1の場合に示せばよい。

3 非負値可測関数の積分
この節では非負値可測関数の積分についていくつか基本的な性質を明らかにしておく。
前提¶ ³

(B, µ)をmeasureであって B ̸= {∅}なものとする。µ ´
積分を測度論の設定で述べるのは、解析の現場で直面する極限の交換操作が柔軟に行え、
しかもその判定条件が簡潔であるという大きなメリットがあるからである。その中心となる
のが単調収束定理であり、定義 1.10の中に最初から組み込まれている。

3.1 補題. 非負値 B-可測関数の積分は非負値である。

3.2 補題. R値 B-可測関数 f と a ∈ Rに対して af も B-可測である。

3.3 補題. f , gを non-negative B-measurable functionであってDom f = Dom gとする。

(i) a ∈ R≥0 ⇒
∫

af µ = a

∫
f µ. (ii) g ≤ f ⇒

∫
g µ ≤

∫
f µ. 積分の単調性
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(iii) A ∈ B, A ⊂ Dom f , b ∈ R>0, b ≤ f(x) ∀x ∈ A ⇒ µ(A) ≤ 1

b

∫
f µ. Markovの不等式

(iv)

∫
f µ < +∞ ⇒ µ(f−1{+∞}) = 0.

単調収束定理を次の命題に帰着させて証明する。そのさい測度の σ-加法性が重要になる。

3.4 補題. an, bn 非負値単調増加列 ⇒ supn∈N(an + bn) = supn∈N an + supn∈N bn.

3.5 補題. (i) A,B ∈ B, A ⊂ B ⇒ µ(A) + µ(B \ A) = µ(B), µ(A) ≤ µ(B).

(ii) A,B ∈ B, A ⊂ B, µ(A) < +∞ ⇒ µ(B \ A) = µ(B) − µ(A).

証明. A ∩ (B \ A) = ∅ なので補題 2.9が適用できる。

3.6 補題. (i) 定義 1.8の (iii)は次と有限加法性で置き換えることができる。

An ∈ B ∀n ∈ N, An ⊂ An+1 ∀n ∈ N ⇒ supn∈N µ(An) = µ(
⋃∞

n=1 An)

(ii) An ∈ B ∀n ∈ N, An ⊃ An+1 ∀n ∈ N, µ(A1) < +∞ ⇒ infn∈N µ(An) = µ(
⋂∞

n=1 An)

証明. (i) B1 := A1, Bn := An \ An−1 for n ≥ 2とおく。このとき

n⋃
k=1

Bk = An ∀n ∈ N,
∞⋃

k=1

Bk =
∞⋃

k=1

Ak, Bn ∩ Bm = ∅ if n > m

µの σ-加法性を適用すると次が得られるので supn∈N µ(An) = µ(
⋃∞

k=1 Ak) である。

µ(An) = µ(
n⋃

k=1

Bk) =
n∑

k=1

µ(Bk)∀n ∈ N,
∞∑

k=1

µ(Bk) = µ(
∞⋃

k=1

Bk) = µ(
∞⋃

k=1

Ak)

(ii) 今度はBn := A1 \ An for n ∈ Nとおく。このとき

An = A1 \ Bn,

∞⋂
n=1

An = A1 \
∞⋃

n=1

Bn

ここで重要な仮定 µ(A1) < +∞ を使う。補題 3.5(i)により

µ(Bn) ≤ µ(A1) < +∞∀n ∈ N, µ(
∞⋃

n=1

Bn) ≤ µ(A1) < +∞

である。よって補題 3.5(ii)により

µ(An) = µ(A1) − µ(Bn), µ(
∞⋂

n=1

An) = µ(A1) − µ(
∞⋃

n=1

Bn)

さてBn ⊂ Bn+1 ∀n ∈ N なので (i)が適用でき infn∈N µ(An) = µ(
⋂∞

n=1 An) を得る。
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3.7 補題. A,D ∈ B, A ⊂ D, D ̸= ∅, b ∈ R>0, fnを non-negative B-measurable function の
列でDom fn = D ∀nをみたすものとする。

fn ≤ fn+1 ∀n ∈ N, b ≤ sup
n∈N

fn(x)∀x ∈ A ⇒ bµ(A) ≤ sup
n∈N

∫
fn µ.

証明. 0 < r < bとする。条件 fn ≤ fn+1から {fn > r} ⊂ {fn+1 > r}が従う。各集合は Bに
属する。A ⊂ {supn∈N fn > r} =

⋃∞
n=1{fn > r} なので補題 3.5(i)と補題 3.6(i)により

(⋆) µ(A) ≤ µ(
∞⋃

n=1

{fn > r}) = sup
n∈N

µ({fn > r}).

集合 {fn > r}と関数 fnの組に補題 3.3(iii)を適用すると

rµ({fn > r}) ≤
∫

fn µ

従って (⋆)とあわせて

rµ(A) ≤ sup
n∈N

rµ({fn > r}) ≤ sup
n∈N

∫
fn µ

が導かれる。rは 0 < r < bであれば任意なので結論を得る。

3.8 系. D ∈ B, D ̸= ∅, fnをnon-negative B-simple functionの列, gをnon-negative B-simple

function, Dom fn = D ∀n, Dom g = Dとする。

fn ≤ fn+1 ∀n ∈ N, g(x) ≤ sup
n∈N

fn(x)∀x ∈ D ⇒
∫

g µ ≤ sup
n∈N

∫
fn µ.

証明. y ∈ Image g, y > 0とする。記号の煩雑を避けるため適宜 B = g−1{y}とかく。関数
1B:Dfn も系 2.7 により B-単関数である。また非負であることは明らか。

1B:Dfn ≤ 1B:Dfn+1 ∀n ∈ N, y = g(x) ≤ sup
n∈N

1B:D(x)fn(x)∀x ∈ B

なので補題 3.7を適用できる。従って

yµ(g−1{y}) = yµ(B) ≤ sup
n∈N

∫
1B:Dfn µ = sup

n∈N

∫
1g−1{y}:Dfn µ

上は y = 0の場合も成り立つ。ここで 1B:Dfn ≤ 1B:Dfn+1 を再び使う。補題 3.3(ii)により

0 ≤
∫

1g−1{y}:Dfn µ ≤
∫

1g−1{y}:Dfn+1 µ ∀n ∈ N ∀y ∈ Image g

よって yについての和に対して補題 3.4を適用できる。∑
y∈Image g

yµ(g−1{y}) ≤
∑

y∈Image g

sup
n∈N

∫
1g−1{y}:Dfn µ = sup

n∈N

∑
y∈Image g

　
∫

1g−1{y}:Dfn µ
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左辺は定義より
∫

g µ である。従って∫
g µ ≤ sup

n∈N

∑
y∈Image g

　
∫

1g−1{y}:Dfn µ

あとは各 n ∈ Nに対して次の等式の成立を言えば証明が完結する。∑
y∈Image g

∫
1g−1{y}:Dfn µ =

∫
fn µ.

各 1g−1{y}:Dfnは非負値 B単関数であり系 2.11(i)の前提条件は満たされている。∑
y∈Image g

1g−1{y}:D(x)fn(x) = fn(x) ∀x ∈ D

であるので上の等式が成立することを得る。

記号¶ ³
各 n ∈ Nに対して次の関数 φn : R → R を導入する。

φn(y) :=


0 y < 1/2n

(k − 1)/2n (k − 1)/2n ≤ y < k/2n, k = 2, 3, . . . , 2nn

n y ≥ nµ ´
3.9 補題. (i) φn(y) ≤ φn+1(y) ≤ y ∀n ∈ N ∀y ∈ R. y < z ⇒ φn(y) ≤ φn(z).

(ii) f を非負値 B-可測関数とする。このとき gn : Dom f → R, x 7→ φn(f(x)) は非負値 B-単
関数であり、列 gnは gn ≤ gn+1 ∀n ∈ N, supn∈N gn(x) = f(x) ∀x ∈ Dom f を満たす。

証明. (ii) 次の分割を考える。

A(n, k) := {x ∈ Dom f : (k − 1)/2n ≤ f(x) < k/2n} k = 2, 3, . . . , 2nn

A(n,∞) := {x ∈ Dom f : f(x) ≥ n}

系 1.6 により上にあげた集合はいずれも Bに属する。gnが非負値 B-単関数であるのは

gn =
n2n∑
k=2

k − 1

2n
1A(n,k):D + n1A(n,∞):D 但しD := Dom f

よりわかる。あとは supn∈N φn(y) = max{y, 0} ∀y ∈ R を使えばよい。

次はmonotone convergence theoremである。

3.10 定理. D ∈ B, D ̸= ∅, fnを非負値B-可測関数の列、f を非負値B-可測関数でDom fn =

D ∀n, Dom f = D であるものとする。

fn ≤ fn+1 ∀n ∈ N, sup
n∈N

fn(x) = f(x)∀x ∈ D ⇒ sup
n∈N

∫
fn µ =

∫
f µ.

10



証明. まず各 fnは非負値 B-可測関数で fn ≤ f を満たすから、補題 3.3(ii)より∫
fn µ ≤

∫
f µ∀n ∈ N 従って sup

n∈N

∫
n

µ ≤
∫

µ.

他方 fn ≤ fn+1であるから補題 3.9(i)より

φn(fn(x)) ≤ φn+1(fn(x)) ≤ φn+1(fn+1(x)) ∀x ∈ D, ∀n ∈ N.

k ∈ Nをひとまず固定する。k ≤ nなる番号 n ∈ Nに対して fk ≤ fnであるから

φn(fk(x)) ≤ φn(fn(x)) ∀x ∈ D

補題 3.9(ii)より fk(x) = supn∈N φn(fk(x)) ∀x ∈ Dであるから

fk(x) ≤ sup
n∈N

φn(fn(x)) ∀x ∈ D ∀k ∈ N 従って sup
k∈N

fk(x) ≤ sup
n∈N

φn(fn(x)) ∀x ∈ D

ここで gを非負値 B-単関数でDom g = D, g ≤ f を満たすものとしよう。

g(x) ≤ f(x) = sup
n∈N

fk(x) ≤ sup
n∈N

φn(fn(x)) ∀x ∈ D

合成関数 x 7→ φn(fn(x))は非負値 B-単関数なので系 3.8により∫
g µ ≤ sup

n∈N

∫
φn ◦ fn µ

が得られる。さて φn(fn(x)) ≤ fn(x) であったので補題 3.3(ii)より∫
g µ ≤ sup

n∈N

∫
φn ◦ fn µ ≤ sup

n∈N

∫
fn µ

gは非負値 B-単関数でDom g = D, g ≤ f であれば任意なので、積分の定義より∫
f µ ≤ sup

n∈N

∫
fn µ

これと証明冒頭で述べたことを合わせて結論を得る。

4 可積分関数とその積分
可積分な可測関数とその積分についていくつか基本的な性質を明らかにする。
前提¶ ³

(B, µ)をmeasureであって B ̸= {∅}なものとする。µ ´
積分と呼ばれるには相応しい性質が備わっていなければならぬ。その一つが線形性である。
ただし、関数のとる値として+∞, −∞も許しているので少々注意が必要である。∞−∞を
回避するために次のように取り決める。
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約束¶ ³
R値関数 f , g に対して条件 Dom f = Dom g, {f = +∞, g = −∞} = ∅,
{f = −∞, g = +∞} = ∅ が成立するときに限って和 f + gを考える。µ ´

4.1 補題. f , gをR値 B-可測関数とする。和が定義可能なら f + gも B-可測である。

証明. {f + g > a} =
⋃

b∈Q{f > b, g > a − b}.

4.2 定理. f , gが非負値 B-可測関数でDom f = Dom g なら
∫

(f + g) µ =

∫
f µ +

∫
g µ.

証明. 関数 f , gに対して補題 3.9(ii)の手続きで構成される非負値 B単関数の列をそれぞれ
fn, gnとする。このとき非負値 B可測関数の列 fn + gn は fn + gn ≤ fn+1 + gn+1 ∀n ∈ N を
満たし、さらに補題 3.4により

sup
n∈N

(fn(x) + gn(x)) = sup
n∈N

fn(x) + sup
n∈N

gn(x) = f(x) + g(x)∀x ∈ Dom f

従って列 fn + gnに定理 3.10を適用して∫
(f + g) µ = sup

∫
(fn + gn) µ

fn, gnは非負値 B単関数であるから右辺は系 2.11(i)により次に等しい。

sup
n∈N

(

∫
fn µ +

∫
gn µ) = sup

n∈N

∫
fn µ + sup

n∈N

∫
gn µ

ここで再び補題 3.4を適用したわけだが、事前に fn ≤ fn+1なので
∫

fn µ ≤
∫

fn+1 µ である
と確認するのを怠ってはいけない。列 fn, gnそれぞれに定理 3.10を適用して得られる

sup
n∈N

∫
fn µ =

∫
f µ, sup

n∈N

∫
gn µ =

∫
g µ

の和をとったものがまさに示そうとしていた等式の右辺である。

4.3 補題. f を R値 B-可測関数とする。このとき |f |, max{f, 0}, max{−f, 0} はいずれも非
負値 B-可測関数であって次の同値性が成り立つ。∫

|f |µ < +∞ ⇔
∫

max{f, 0}µ < +∞,

∫
max{−f, 0}µ < +∞.

証明. 関数max{f, 0}の B-可測性を確かめる。それは以下の関係から分かる。

{max{f, 0} < a} =

{
∅ if a ≤ 0

{f < a} if a > 0

同様にしてmax{−f, 0}の可測性も導ける。さて |f | = max{f, 0} + max{−f, 0} である。定
理 4.2を使うと |f |の可測性と次の等式を得る。∫

|f |µ =

∫
max{f, 0}µ +

∫
max{−f, 0}µ.

従って同値性が得られた。
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約束¶ ³
B-可測かつ µ-半可積分な関数を今後は (B, µ)-半可積分関数という。µ ´
以下、半可積分な可測関数とその積分について基本的な性質を列挙していく。

4.4 定理. f をR値 (B, µ)-半可積分関数とする。

(i) a ∈ Rに対して af も (B, µ)-半可積分関数であって
∫

af µ = a

∫
f µ.

(ii) 不等式
∣∣∣ ∫ f µ

∣∣∣ ≤ ∫
|f |µ が成り立つ。

∫
|f |µ = 0 ⇒

∫
f µ = 0

4.5 定理. f , gをR値 B-可測関数とする。

f lower integarble, Dom f = Dom g, f ≤ g ⇒ g lower integarble,

∫
f µ ≤

∫
g µ.

証明. f ≤ gなので条件max{f, 0} ≤ max{g, 0}, max{−g, 0} ≤ max{−f, 0} が成り立ち、補
題 3.3(ii) が適用できる。すなわち∫

max{f, 0}µ ≤
∫

max{g, 0}µ,

∫
max{−g, 0}µ ≤

∫
max{−f, 0}µ.

右側の各積分は有限の値である。辺々たしあわせて移項すると求める不等式に至る。

4.6 定理. f , gを R値 (B, µ)-lower integrable functionとする。和が定義可能なら f + gも
(B, µ)-lower integrableであり次が成り立つ。∫

max{−f − g, 0}µ ≤
∫

max{−f, 0}µ +

∫
max{−g, 0}µ,

∫
(f + g) µ =

∫
f µ +

∫
g µ

証明. f(x) = +∞, g(x) = −∞となる xも f(x) = −∞, g(x) = +∞となる xも存在しない。
よってmax{−f − g, 0} ≤ max{−f, 0}+ max{−g, 0} であるから、補題 3.3(ii)と定理 4.2を
適用して最初の不等式が得られる。従って f + gも µ-lower integrableである。さらに

max{f + g, 0} + max{−f, 0} + max{−g, 0} = max{−f − g, 0} + max{f, 0} + max{g, 0}

という関係が成り立ち、定理 4.2 が適用できる。すなわち∫
max{f + g, 0}µ +

∫
max{−f, 0}µ +

∫
max{−g, 0}µ

=

∫
max{−f − g, 0}µ +

∫
max{f, 0}µ +

∫
max{g, 0}µ

積分
∫

max{−f, 0}µ,
∫

max{−g, 0}µ,
∫

max{−f − g, 0}µは有限の値である。移項すると∫
max{f + g, 0}µ −

∫
max{−f − g, 0}µ

=

∫
max{f, 0}µ −

∫
max{−f, 0}µ +

∫
max{g, 0}µ −

∫
max{−g, 0}µ

左辺は f + gの積分であり、右辺は f , gそれぞれの積分の和である。
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4.7 注意. 定理 4.6ではいちいち和が定義可能ならという前提がつくのが何とも煩わしい。こ
れから逃れるには、測度 0という概念を導入して少し議論する必要がある。少し手間がかか
るので、詳しい議論は第 7節まで先延ばしする。

4.8 補題. f をR値 B-可測関数とするとき以下は同値である。∫
|f |µ = 0 ⇔ µ({f ̸= 0}) = 0.

証明. まず
∫

|f |µ = 0 と仮定しよう。補題 3.3(iii)によれば各 n ∈ Nに対して

µ({|f | ≥ 1/n}) ≤ n

∫
|f |µ = 0

が成り立つ。ところで {|f | ≥ 1/n} ⊂ {|f | ≥ 1/(n + 1)} なので補題 3.6(i)により

µ({f ̸= 0}) = µ({|f | > 0}) = µ(
∞⋃

n=1

{|f | ≥ 1/n}) = sup
n∈N

µ({|f | ≥ 1/n}) = 0.

次に µ({f ̸= 0}) = 0と仮定する。非負値B-単関数 gで Image g = Image f , g ≤ |f |を満たす
ものをひとまず固定する。y > 0に対して g−1{y} ⊂ {|f | ≥ y} ⊂ {f ̸= 0}なので補題 3.5(i)よ

り µ(g−1{y}) = 0である。従って
∫

g µ = 0 となり積分の定義より
∫

|f |µ = 0 を得る。

4.9 系. f をR値 B-可測関数とする。µ({f < 0}) = 0 ⇒ f µ-lower inegrable.

4.10 補題. f , gをR値 B-可測関数とする。Dom f = Dom gなら積 fgも B-可測である。

証明. 関数の値として+∞, −∞も許すので少し面倒である。a > 0とする。

{0 < fg < a} =
⋃

b∈Q:b>0

{0 < f < b, 0 < g < a/b} ∪
⋃

b∈Q:b<0

{b < f < 0, a/b < g < 0}

というように可算無限合併で表わせ、さらに

{fg ≤ 0} = {f ≥ 0, g ≤ 0} ∪ {f ≤ 0, g ≥ 0}

である。従って a > 0のとき

{fg < a} = {0 < fg < a} ∪ {fg ≤ 0} ∈ B.

次に
{fg < 0} = {f > 0, g < 0} ∪ {f < 0, g > 0} ∈ B.

残っているのは a < 0の場合である。このときは {fg < a}が⋃
b∈Q:b>0

{f > b, g < a/b} ∪
⋃

b∈Q:b<0

{f < b, g > a/b}

に等しいことを使えばよい。
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よってR値 B-可測関数 f とA ∈ Bに対してA ⊂ Dom f なら 1A:Dom ff は B-可測である。
また一方、A ∈ B, A ̸= ∅に対して定義域の制限 f |Aも B-可測である。

4.11 補題. R値 B-可測関数 f とA ∈ Bに対してA ̸= ∅, A ⊂ Dom f であるとする。
(i) 1A:Dom ff の µ半可積分性と f |Aの µ半可積分性は同値である。

(ii) 半可積分なら次が成り立つ。
∫

1A:Dom ff µ =

∫
f |A µ.

証明. まず定義関数に対して確認する。A, B,D ∈ Bに対しA ⊂ D, B ⊂ D とする。A ̸= ∅
よりD ̸= ∅であることに注意する。このとき補題 2.13を適用して次を得る。∫

1A:D1B:D µ =

∫
1A∩B:D µ = µ(A ∩ B) =

∫
1A∩B:A µ =

∫
1B:D|A µ.

系 2.11(i)により f が非負値B-単関数なら命題が成立することが分かる。一般の非負値B-可
測関数 f については補題 3.9(ii)により非負値 B-単関数の列 gnで

Dom gn = Dom f , gn ≤ gn+1 ∀n ∈ N, supn∈N gn(x) = f(x) ∀x ∈ Dom f

を満たすものが存在する。各 n ∈ Nに対して∫
1A:Dom fgn µ =

∫
gn|A µ

なので定理 3.10を適用して結論に至る。

4.12 注意. 0と∞の積は 0という約束により 1A:Dom f (x)f(x) = 0 ∀x ∈ Dom f \ A である。

4.13 定義. R値 B-可測関数 f とA ∈ Bに対してA ⊂ Dom f とする。A ̸= ∅かつ f |Aが µ-

半可積分のとき f は可測集合A上で µ-半可積分という。さらにこのとき∫
A

f µ :=

∫
f |A µ.

を f の可測集合 A上での積分という。便宜上、空集合 ∅上では無条件で f は µ-半可積分で
あると見なし積分については

∫
∅ f µ = 0と約束する。

4.14 注意.
∫
∅ f µ = 0と約束することにより補題 4.11(ii)はA = ∅の場合も込めて∫

1A:Dom ff µ =

∫
A

f µ

という形で成立する。

4.15 補題. R値 B-可測関数 f とA ∈ Bに対してA ⊂ Dom f とする。

(i) f 非負値 ⇒
∫

f µ =

∫
A

f µ +

∫
Dom f\A

f µ.

(ii) f は µ-lower integrable ⇔ f はA上およびDom f \ A上で µ-lower integrable

(iii) f は µ-semi integrable ⇒
∫

f µ =

∫
A

f µ +

∫
Dom f\A

f µ.
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証明. D := Dom fとおく。f = 1A:Df +1D\A:Df なので定理 4.2と補題 4.11を適用して (i)が
導ける。またmax{−f, 0}に (i)を適用して (ii)を得る。(iii)は定理 4.6と (ii)から導ける。

4.16 系. R値 B-可測関数 f とN,A ∈ Bに対してN,A ⊂ Dom f とする。

(i) µ(N) = 0 ⇒ f はN 上で µ-可積分かつ
∫

N

f µ = 0.

(ii) f µ-semi integrable on A, µ(Dom f \ A) = 0 ⇒ f µ-semi integrable,

∫
f µ =

∫
A

f µ.

証明. (i) D := Dom f とおく。{1N :Df ̸= 0} ⊂ N であるから補題 3.5(i)より、{1N :Df ̸= 0}
は µ零集合である。従って補題 4.8 を適用して

∫
|1N :Df |µ = 0 を得る。とくに 1N :Df は µ-

可積分である。さらに定理 4.4(ii)と補題 4.11より
∫

N

f µ = 0 が従う。

(ii) µ(D \ A) = 0 なので補題 4.15と (i)を適用して結論を得る。

5 Lebesgueの収束定理
この節で扱う収束定理の明解さの根元にあるのが定理 3.10すなわち単調収束定理である。
前提¶ ³

(B, µ)をmeasureであって B ̸= {∅}なものとする。µ ´
5.1 補題. D ∈ B, D ̸= ∅, fnをR値 B-可測関数の列でDom fn = D ∀nとする。
(i) 以下の関数D → Rはすべて B-可測である。

x 7→ sup
n∈N

fn(x), x 7→ inf
n∈N

fn(x), x 7→ lim sup
n→∞

fn(x), x 7→ lim inf
n→∞

fn(x)

(ii) 各 fnが非̇負̇値であるなら関数D → R, x 7→
∑∞

n=1 fn(x) は B-可測である。

証明. {x : supn∈N fn(x) > a} =
⋃∞

n=1{x : fn(x) > a}.

次は項別積分定理 (term-by-term integration)であるが、非負性に留意せよ。

5.2 補題. D ∈ B, D ̸= ∅, fnを非̇負̇値 B-可測関数の列でDom fn = D ∀nとする。このとき
∞∑

n=1

∫
fn µ =

∫ ∞∑
n=1

fn µ.

証明. 正項級数については
∞∑

n=1

an = sup
n∈N

n∑
k=1

ak であるから定理4.2と定理3.10に帰着する。

5.3 定理. D ∈ B, D ̸= ∅, f を非̇負̇値 B-可測関数でDom f = Dとする。
(i) 関数 ν : B → R, A 7→

∫
A∩D

f µ は測度である。積分の σ-加法性
(ii) 任意の非負値 B可測関数 gに対して次が成り立つ。∫

g ν =


∫

g|Dom g∩Df |Dom g∩D µ Dom g ∩ D ̸= ∅

0 Dom g ∩ D = ∅
絶対連続測度による積分
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証明. (i) An ∈ B n ∈ Nかつ An ∩ Am = ∅ n ̸= m とする。A :=
⋃∞

n=1 An とかくと∑∞
n=1 1An∩D:Df = 1A∩D:Df であるから、補題 4.11と補題 5.2を適用して

∞∑
n=1

ν(An) =
∞∑

n=1

∫
An∩D

f µ =

∫
A∩D

f µ = ν(A)

を得るが、これは σ加法性に他ならない。
(ii) まず定義関数に対して確認する。A,E ∈ Bに対しA ⊂ E, E ̸= ∅ とする。E ∩ D ̸= ∅

とき補題 4.11を適用し 1A∩D:E∩D = 1A:E|E∩D に注意すると次を得る。∫
A∩D

f µ =

∫
1A∩D:E∩Df |E∩D µ =

∫
1A:E|E∩Df |E∩D µ.

従って次が成り立ち、定義関数 1A:Eに対して確認できた。

∫
1A:E ν = ν(A) =

∫
A∩D

f µ =


∫

1A:E|E∩Df |E∩D µ E ∩ D ̸= ∅

0 E ∩ D = ∅

さらに系 2.11(i)により f が非負値 B-単関数なら命題が成立することが分かる。一般の場合
にはE := Dom gとおくと補題 3.9(ii)により非負値 B-単関数の列 gnで

Dom gn = E, gn ≤ gn+1 ∀n ∈ N, supn∈N gn(x) = g(x) ∀x ∈ E

を満たすものが存在する。各 n ∈ Nに対して

∫
gn ν =


∫

gn|E∩Df |E∩D µ E ∩ D ̸= ∅

0 E ∩ D = ∅

なので定理 3.10を適用して結論に至る。

次は Fatouの補題と呼ばれるが、事実上は定理と冠されるに相応しい内容を持つ。

5.4 定理. D ∈ B, D ̸= ∅, fnを非̇負̇値 B-可測関数の列でDom fn = D ∀nとする。∫
lim inf
n→∞

fn µ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn µ.

証明. 非負値 B-可測関数列 infk≥n fk に定理 3.10が適用できるので∫
lim inf
n→∞

fn µ =

∫
sup
n∈N

inf
k≥n

fk µ = sup
n∈N

∫
inf
k≥n

fk µ

を得る。他方、補題 3.3(ii)より∫
inf
k≥n

fk µ ≤
∫

fk µ ∀k ≥ n 従って
∫

inf
k≥n

fk µ ≤ inf
k≥n

∫
fk µ

以上を組み合わせて結論に至る。
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次の定理は Lebesgueの優収束定理(Lebesgue dominated convergence theorem)である。

5.5 定理. D ∈ B, D ̸= ∅, f をR値 (B, µ)-可積分関数、fnをR値 (B, µ)-可積分関数の列で

Dom fn = D ∀n, limn→∞ fn(x) = f(x) ∀x ∈ D

∃g (B, µ)-可積分 s.t. |fn(x)| ≤ g(x) ∀n ∈ N ∀x ∈ D,

を満たすものとする。このとき数列
∫

fn µ は
∫

f µに収束する。

証明. 補題 3.3(iv)よりA := {g < +∞} ∈ B, µ(D \ A) = 0 である。系 4.16(ii)を適用して

(⋆)

∫
fn µ =

∫
A

fn µ,

∫
f µ =

∫
A

f µ

を得る。A = ∅なら自明なので以下では A ̸= ∅として議論を進める。さて |fn| ≤ gかつ
g(x) < +∞ ∀x ∈ Aなので g|A + fn|A は定義可能で、非負値である。g|A + f |A についても
同様のことがいえる。定理 5.4より∫

lim inf
n→∞

(g|A + fn|A) µ ≤ lim inf
n→∞

∫
(g|A + fn|A) µ.

仮定より lim infn→∞(g|A + fn|A) = g|A + f |A なので定理 4.6も考慮に入れて∫
A

g µ +

∫
A

f µ ≤ lim inf
n→∞

( ∫
A

g µ +

∫
A

fn µ
)

を得る。各積分は有限の値であるから移項してさらに (⋆)とあわせて∫
f µ ≤ lim inf

n→∞

∫
fn µ

が導ける。g|A − fn|Aについても同様の考察をすることにより

lim sup
n→∞

∫
fn µ ≤

∫
f µ

が示せるので、
∫

fn µ は
∫

f µに収束する。

Fatouの補題とLebesgueの収束定理を組み合わせて次の形で利用することも多くLebesgue-

Fatouの補題と呼ばれる。その証明は定理 5.5のものと重複するので省略する。

5.6 定理. D ∈ B, D ̸= ∅, fnをR値 (B, µ)-lower integrable function の列で次を満たすもの
とする。

Dom fn = D ∀n, ∃g (B, µ)-可積分 s.t. fn(x) ≥ g(x)∀n ∈ N ∀x ∈ D.

このとき lim inf
n→∞

fnは (B, µ)-lower integrableで、
∫

lim inf
n→∞

fn µ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn µ が成り立つ。

18



6 測度 0の集合
測度論的な積分においてキーとなるほとんどいたるところという概念を紹介する。
前提¶ ³

(B, µ)をmeasureであって B ̸= {∅}なものとする。µ ´
6.1 補題. D ∈ B, D ̸= ∅, fnを R値 (B, µ)-lower integrable functionの列とする。このとき

Dom fn = D ∀n, fn ≤ fn+1 ∀n ∈ N, sup
n∈N

∫
fn µ < +∞ なら µ({sup

n∈N
fn = +∞}) = 0 である。

証明. 定理 3.10と補題 3.3(iv)

6.2 定義. 次の条件を満たす集合N を (B, µ)零集合(null set)とよぶ。

∃B ∈ B s.t. µ(B) = 0, N ⊂ B

またD ∈ BとA ⊂ Dに対してD \Aが (B, µ)零集合であるときAはDに関して (B, µ)-a.e.

集合であるという。通常は集合Dが何を指すかは前後関係から判断できるので伏せておかれ
ることが多く、µ-a.e.と略記する。

6.3 例. 補題 4.8 および補題 6.1はそれぞれ次のように表現される。

• R値 B可測関数 f に対して
∫

|f |µ = 0 は f = 0 µ-a.e.と同値である。

• D ∈ B, D ̸= ∅と非負値 B可測関数の列 fnが条件 Dom fn = D ∀n ∈ N, fn ≤ fn+1

∀n ∈ N, sup
n∈N

∫
fn µ < +∞ を満たすなら supn∈N fn < +∞ µ-a.e. である。

6.4 注意. Bが (B, µ)零集合すべてを含む場合、測度 (B, µ)は完備(complete)であるという。
(B, µ)零集合は必ずしも Bに属していないので次の補題が意味を持つ。

6.5 補題. N ∈ Bである場合はAが (B, µ)零集合とは µ(N) = 0に他ならない。

証明. (B, µ)零集合であれば µ(B) = 0, N ⊂ Bを満たすB ∈ Bが存在する。N ∈ Bである
から補題 3.5(i)を適用して 0 ≤ µ(N) ≤ µ(B) = 0 と推論できる。

6.6 補題. f , gを R値 B可測関数で Dom f = Dom gとする。このとき {f < g}, {f ≤ g},
{f = g}のいずれの集合も Bに属する。

証明. {f < g} =
⋃

a∈Q{f < a ≤ g}

6.7 定理. A ∈ B, f , gをR値 B可測関数でA ⊂ Dom f ∩ Dom gとする。

f lower integrable on A, f ≤ g a.e. on A ⇒ g lower integrable on A,

∫
A

f µ ≤
∫

A

g µ.
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証明. A = ∅なら自明なのでA ̸= ∅と仮定する。

B := {x ∈ A : f(x) ≤ g(x)}

とおく。B = ∅かも知れないが、そのときは µ(A) = 0であり結論はやはり自明である。以
下B ̸= ∅として議論を進める。µ(A \ B) = 0 なので系 4.16(ii)を適用して∫

A

f µ =

∫
f |A µ =

∫
B

f |A µ =

∫
(f |A)|B µ =

∫
f |B µ =

∫
B

f µ

を得る。ここで定理 4.5を適用する。集合Bの決め方により gはB上 lower integrableかつ∫
B

f µ ≤
∫

B

g µ であることを得る。従って系 4.16(ii)により gはA上 lower integrableであ

る。また上と同様の変形により後者は
∫

A

g µに等しい。

6.8 系. A ∈ B, f , gをR値 B可測関数でA ⊂ Dom f ∩ Dom gとする。

f semi integrable on A, f = g µ-a.e. on A ⇒ g semi integrable on A,

∫
A

f µ =

∫
A

g µ.

6.9 注意. 定理 6.7は以下の可積分性判定に関する手順を提供する。

|f | ≤ g µ-a.e.かつ
∫

g µ < +∞ であるなら f は µ可積分である。

次は項別積分定理である。以前の補題 5.2と異なり被積分関数に非負値性は要求しないが
その代わりとなる条件が付いている点に注意されたい。

6.10 定理. D ∈ B, D ̸= ∅とR値B-可測関数 fn（Rでないことに注目）の列がDom fn = D

∀n,
∞∑

n=1

∫
|fn|µ < +∞ をみたすとする。このとき以下が成り立つ。

(i)
∞∑

n=1

|fn| < +∞ µ-a.e., lim inf
n→∞

n∑
k=1

fkと lim sup
n→∞

n∑
k=1

fk は µ-可積分

(ii)
∞∑

n=1

∫
fn µ は絶対収束かつ

∫
lim inf
n→∞

n∑
k=1

fk µ =
∞∑

n=1

∫
fn µ =

∫
lim sup

n→∞

n∑
k=1

fk µ.

証明. 非負値関数
∑∞

n=1 |fn|は (B, µ)可積分である。なぜなら補題 5.2を適用すると∫ ∞∑
n=1

|fn|µ =
∞∑

n=1

∫
|fn|µ < +∞.

従って補題 3.3(iv)により関数項級数は µ-a.e.絶対収束している。しかも次が成り立つ。
n∑

k=1

fk(x) ≥ −
∞∑

k=1

|fk(x)| ∀x ∈ D ∀n ∈ N,

∫ n∑
k=1

fk µ ≤
∞∑

n=1

∫
|fn|µ ∀n ∈ N.

よって定理 5.6 を適用して lim infn→∞
∑n

k=1 fk の µ可積分性と∫
lim inf
n→∞

n∑
k=1

fk µ ≤ lim inf
n→∞

∫ n∑
k=1

fk µ = lim inf
n→∞

n∑
k=1

∫
fk µ
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を得る。同様の議論により lim supn→∞
∑n

k=1 fk の µ可積分性と

lim sup
n→∞

n∑
k=1

∫
fk µ ≤

∫
lim sup

n→∞

n∑
k=1

fk µ

を得る。さて次の包含関係が成り立ち、前者はDに関して (B, µ)-a.e.集合である。

{x ∈ D :
∞∑

n=1

|fn(x)| < +∞} ⊂ {x ∈ D : lim inf
n→∞

n∑
k=1

fk(x) = lim sup
n→∞

n∑
k=1

fk(x)}

ゆえに系 6.8 を適用して結論に至る。

この節を閉じるにあたって (B, µ)零集合の重要な性質を述べる。またそれらの典型的な適
用例についてもふれる。まずその定義から直ちに分かることは次の通り。

(i) A (B, µ)零集合、B ⊂ A ⇒ B (B, µ)零集合
(ii) A Dに関して (B, µ)-a.e.集合、A ⊂ B ⇒ B Dに関して (B, µ)-a.e.集合

6.11 補題. An ∈ B ∀n ∈ N ⇒ µ(
⋃∞

n=1 An) ≤
∑∞

n=1 µ(An). 劣加法性(subadditivity)

証明. B :=
⋃∞

n=1 Anとおくと 1 ≤
∑∞

n=1 1An:B が成り立つ。よって補題 3.3(ii)と補題 5.2を
適用して結論を得る。

6.12 系. (i) An (B, µ)-零集合 ∀n ∈ N ⇒
⋃∞

n=1 An (B, µ)-零集合
(ii) An Dに関して (B, µ)-a.e.集合 ∀n ∈ N ⇒ Dに関して

⋂∞
n=1 An (B, µ)-a.e.集合

6.13 例. 単調収束定理の拡張。D ∈ B, D ̸= ∅かつ fnをR値 B-可測関数の列とする。

Dom fn = D, 0 ≤ fn ≤ fn+1 µ-a.e.∀n ∈ N ⇒
∫

sup
n∈N

fn µ = sup
n∈N

∫
fn µ.

証明. A :=
⋂∞

n=1{0 ≤ fn ≤ fn+1} ∈ B である。関数列 fn|Aに対して定理 3.10 を適用する。∫
A

sup
n∈N

fn µ = sup
n∈N

∫
A

fn µ.

系 6.12(ii)によればAは (B, µ)-a.e.集合である。従って系 4.16 を使って結論を得る。

6.14 補題. f , g, hをR値 B-可測関数でDom f = Dom g = Dom h とする。
(i) f ≤ g µ-a.e., g ≤ f µ-a.e. ⇒ f = g µ-a.e. (ii) f ≤ g µ-a.e., g ≤ h µ-a.e. ⇒ f ≤ h µ-a.e.

証明. (i) {f ≤ g} ∩ {g ≤ f} = {f = g}. 系 6.12(ii)を適用

a < +∞かつ b > −∞のとき a ≤ b ⇔ a − b ≤ 0 であることに注意する。

6.15 定理. D ∈ B, D ̸= ∅かつ f , gをR値 B可測関数でD = Dom f = Dom g とする。

f upper integrable, g lower integarble,

∫
A∩D

f µ ≤
∫

A∩D

g µ ∀A ∈ B ⇒ f ≤ g µ-a.e.
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証明. f は upper integrableかつ gは lower integrableなので

B := {x ∈ D : f(x) < +∞, g(x) > −∞} ∈ B かつ µ(D \ B) = 0

もし {x ∈ B : g(x) < f(x)} = ∅なら {x ∈ B : f(x) ≤ g(x)}は µ-a.e.集合である。よって
{x ∈ B : g(x) < f(x)} ≠ ∅ と仮定しこれをAに選び議論を進める。このときB ̸= ∅である
ことに注意する。補題 4.15(i)を適用して∫

max{f |B − g|B, 0}µ =

∫
A

max{f |B − g|B, 0}µ +

∫
B\A

max{f |B − g|B, 0}µ.

さてB \ A ̸= ∅ならmax{f |B − g|B, 0}|B\A = 0 であるからいずれにしても∫
B\A

max{f |B − g|B, 0}µ = 0

が成り立つ。他方max{f |B − g|B, 0}|A = f |A − g|A であるから

0 ≤
∫

max{f |B − g|B, 0}µ =

∫
A

(f − g) µ =

∫
A

f µ −
∫

A

g µ.

２番目の等号は定理4.6による。和が非負値であるから、
∫

A
f µ = −∞あるいは

∫
A

g µ = +∞
という可能性は排除される。従って

−∞ <

∫
A

f µ < +∞,−∞ <

∫
A

g µ < +∞.

さて
∫

A
f µ ≤

∫
A

g µ であったので

0 ≤
∫

max{f |B − g|B, 0}µ =

∫
A

f µ −
∫

A

g µ ≤ 0.

ここで補題 4.8を適用することにより

max{f |B − g|B, 0} = 0 µ-a.e.

が導かれる。これは f |B ≤ g|B µ-a.e. を意味する。一方すでに確かめたようにBはDに関
して µ-a.e. なので結論 f ≤ g µ-a.e.を得る。

6.16 注意. f lower integrable,
∫

f µ < +∞ ⇒ f integrableであり、g upper integarble,∫
g µ > −∞ ⇒ g integrableである。従って定理 6.15より次も成り立つ。

f lower integrable, g upper integarble,

∫
A∩D

f µ ≤
∫

A∩D

g µ ∀A ∈ B ⇒ f ≤ g µ-a.e.

6.17 系. D ∈ B, D ̸= ∅かつ f , gをR値 (B, µ)可積分関数でD = Dom f = Dom g とする。∫
A∩D

f µ =

∫
A∩D

g µ ∀A ∈ B ⇒ f = g µ-a.e.
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6.18 定理. D ∈ B, D ̸= ∅かつ f , gをR値 B可測関数でD = Dom f = Dom g とする。

f, g semi integrable, µ(D) < +∞ and

∫
A∩D

f µ ≤
∫

A∩D

g µ ∀A ∈ B ⇒ f ≤ g µ-a.e.

証明. 定理 6.15および注意 6.16 のいずれでもカバーされていないのは f , g ともに lower

integrableあるいは f , gともに upper integrableの場合である。議論は同様なので f , gとも
に lower integrableとして話を進める。n ∈ Nを一つ固定する。このときµ(D) < +∞により
g|g≤nは upper integarbleである。注意 6.16 を適用して f |g≤n ≤ g|g≤n µ-a.e. をえる。n ∈ N
は任意であるから

f ≤ g µ-a.e. on {x ∈ D : g(x) < +∞}

また {x ∈ D : g(x) = +∞}上では f ≤ gは自明に成り立つ。

7 可積分関数のなす空間

前提¶ ³
(B, µ)をmeasureであって B ̸= {∅}なものとする。µ ´
ここまで複素数値関数を避けてきたが、いろいろ不便が生じるので対処しておこう。
記号¶ ³
α ∈ Cについてその実部をRe α虚部を Im αと表記する。即ちα = Re α+

√
−1 Im αµ ´

7.1 定義. C値関数 f のB可測性あるいは µ可積分性は x 7→ Re f(x)と x 7→ Im f(x)の両方
がそれぞれ対応する性質を持つことをいう。B可測かつ µ可積分なとき f の µについての積
分を次で定義する。 ∫

f µ :=

∫
Re f µ +

√
−1

∫
Im f µ.

複素数に関わるときは面倒をさけるため値∞を除外しておく。多くの場合、複素数値関
数の積分に関する命題は実部と虚部に分けて実数値バージョンの命題を適用すれば導ける。
さて p ∈ R>0とC値 B可測関数 f に対して関数 x 7→ |f(x)|pも B可測である。

7.2 定義. p ∈ R>0とする。C値 B可測関数 f について関数 |f |pが µ可積分であるとき f は
p乗可積分であるという。

7.3 補題. f , gをC値 B可測関数でDom f = Dom g とする。
(i) a, b ∈ Cとする。線形結合 af + bgもB可測である。また f, gともにµ可積分なら af + bg

も µ可積分であり次が成り立つ。∫
(af + bg) µ = a

∫
f µ + b

∫
g µ 複素線形性

(ii) f の µ可積分性は条件
∫
|f |µ < +∞と同値であり、µ可積分なら次が成り立つ。∣∣∣ ∫

f µ
∣∣∣ ≤ ∫

|f |µ.
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証明. (ii) 一般に z ∈ Cに対して |z| = max{Re(az); a ∈ C, |a| = 1} である（aは aの複素共
役）。そこで a ∈ C, |a| = 1とする。(i)と定理 4.5により

Re
(
a

∫
f µ

)
=

∫
Re(af) µ ≤

∫
|f |µ.

左辺の aに関する最大値が |
∫

f µ|である。

7.4 補題. a, b ∈ R≥0, p, q ∈ R>1 かつ 1/p + 1/q = 1とする。
(i) (a + b)p ≤ t1−pap + (1 − t)1−pbp ∀t ∈ R(0,1)である。

(ii) ab ≤ 1

p
aptp−1 +

1

q
bq 1

t
∀t ∈ R>0である。

(iii)さらに a > 0, b > 0とせよ。(i) において等号が成立するのは t = a/(a + b)のときに限
りまた (ii)において等号が成立するのは t = bq−1/aのときに限る。

7.5 定理. p, q ∈ R>1かつ 1/p + 1/q = 1とする。C値 B可測関数 f , g, h についてDom f =

Dom g = Dom hであり f, gは p乗可積分、hは q乗可積分であるとする。
(i) 和 f + gは p乗可積分、積 fhは可積分である。

(ii)
( ∫

|f + g|p µ
)1/p

≤
( ∫

|f |p µ
)1/p

+
( ∫

|g|p µ
)1/p

が成り立つ。Minkowskiの不等式

(iii) |
∫

fhµ| ≤
( ∫

|f |p µ
)1/p( ∫

|h|q µ
)1/q

が成り立つ。Hölderの不等式

証明. (i) 補題 7.4(i)において t = 1/2 としたものと補題 7.4(ii)において t = 1としたものか
ら次が成り立つことが分かる。

|f + g|p ≤ (|f | + |g|)p ≤ 2p−1(|f |p + |g|p), |fh| ≤ |f |p/p + |h|q/q

(ii) 補題 7.4(i)を適用して∫
(|f | + |g|)p µ ≤ t1−p

∫
|f |p µ + (1 − t)1−p

∫
|g|p µ 0 < ∀t < 1.

他方 a, b ≥ 0に対して inf0<t<1{t1−pa + (1 − t)1−pb} = (a1/p + b1/p)p である。
(iii) (ii)と同様であるが今度は補題 7.4(ii)と補題 7.3(iii)を適用する。

記号¶ ³
X ∈ B, µ(X) > 0, p ∈ R≥1とする。C値B可測関数 f であってDom f ⊂ X,

µ(X \ Dom f) = 0 かつ p乗 µ可積分なもの全体をLp(X,B, µ)と書く。

f ∈ Lp(X,B, µ)に対して ∥f∥p :=
( ∫

|f |p µ
)1/p

µ ´
7.6 定義. C値 B可測関数の組 f , gであってDom f ∩ Dom g ̸= ∅ をみたすものに対して次
で定義される関数をそれぞれ f + g, fgと書く。

Dom f ∩ Dom g → C, x 7→ f(x) + g(x); Dom f ∩ Dom g → C, x 7→ f(x)g(x).

a ∈ Cに対するスカラー倍は通常通り定義する。
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7.7 定義. LをC上の線形空間とする。
(i) L上の関数 f 7→ ∥f∥で次の３条件を満たすものを semi-normという。

1◦ ∥f∥ ≥ 0 ∀f ∈ L

2◦ ∥f + g∥ ≤ ∥f∥ + ∥g∥ ∀f,∀g ∈ L.

3◦ ∥af∥ = |a|∥f∥ ∀a ∈ C, ∀f ∈ L.

(ii) ∼を L上の同値関係とする。∼が線形構造と両立するとは次が成り立つことを言う。

f, g ∈ L, f ∼ g ⇒ f + h ∼ g + h ∀h ∈ L, af ∼ ag ∀a ∈ C

7.8 補題. X ∈ B, µ(X) > 0, p ∈ R≥1とする。
(i) Lp(X,B, µ)は線形空間をなし、関数 f 7→ ∥f∥pはそれ上の semi-normである。
(ii) f − g = 0 µ-a.e.によって Lp(X,B, µ)に導入される２項関係は同値関係である。さらに
それは線形構造と両立し、0の同値類は {f : ∥f∥p = 0}と一致する。
(iii) L1(X,B, µ) → C, f 7→

∫
f µは複素線形であり、|

∫
f µ| ≤ ∥f∥1 ∀f ∈ L1 が成り立つ。

(iv) p, q ∈ R>1 かつ 1/p + 1/q = 1とする。f ∈ Lp(X,B, µ), g ∈ Lq(X,B, µ) なら fg ∈
L1(X,B, µ)である。Lp(X,B, µ) × Lq(X,B, µ) → L1(X,B, µ), (f, g) 7→ fgは複素双線形で
あり、∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q ∀f ∈ Lp ∀g ∈ Lq が成り立つ。

証明. (i) f, g ∈ Lp(X,B, µ)とする。系 6.12(ii)によりDom f ∩ Dom g もX に関して µ-a.e.

集合である。そこで系 4.16(ii)を適用して次を得る。∫
Dom f∩Dom g

|f |p µ =

∫
|f |p µ < +∞,

∫
Dom f∩Dom g

|g|p µ =

∫
|g|p µ < +∞.

従って定理 7.5(i)により f + gも p乗 µ可積分となり、f + g ∈ Lp(X,B, µ)が分かる。一方、( ∫
|f + g|p µ

)1/p

≤
( ∫

Dom f∩Dom g

|f |p µ
)1/p

+
( ∫

Dom f∩Dom g

|g|p µ
)1/p

が定理 7.5(ii)により成り立つので ∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥pが導かれる。
(ii) 0の同値類が {f : ∥f∥p = 0}に等しいことは補題 4.8から分かる。
(iii) f, g ∈ L1(X,B, µ)とする。系 6.12(ii)と系 4.16(ii)を適用して次を得る。∫

Dom f∩Dom g

f µ =

∫
f µ,

∫
Dom f∩Dom g

g µ =

∫
g µ.

従って補題 7.3(i)により複素線形性が導かれる。後半部は補題 7.3(ii)に他ならない。
(iv) f ∈ Lp(X,B, µ), g ∈ Lq(X,B, µ)とする。同様に次が成り立つ。∫

Dom f∩Dom g

|f |p µ =

∫
|f |p µ < +∞,

∫
Dom f∩Dom g

|g|q µ =

∫
|g|p µ < +∞.

従って定理 7.5(i)により fgも µ可積分となり、fg ∈ L1(X,B, µ)が分かる。一方、∫
|fg|µ ≤

( ∫
Dom f∩Dom g

|f |p µ
)1/p( ∫

Dom f∩Dom g

|g|q µ
)1/q

が定理 7.5(iii)により成り立つので ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥qが導かれる。
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約束¶ ³
p ∈ R>0に対して+∞p = +∞と約束する。µ ´

7.9 補題. X ∈ B, µ(X) > 0, p ∈ R≥1とする。
(i) f : X → Rは B可測かつ p乗 µ可積分とする。このとき f |f−1R ∈ Lp(X,B, µ)である。
(ii) 次の写像（単射ではない）の像は {g ∈ Lp(X,B, µ) : g(x) ∈ R ∀x}である。

{f : X → R B可測かつ p乗 µ可積分 } → Lp(X,B, µ), f 7→ f |f−1R

証明. (i) 補題 3.3(iv)により f−1RはXに関して µ-a.e.集合である。

次の定理はLp空間の完備性を述べるものでRiesz-Fischerの定理と呼ばれる。これは測度
論的設定が大成功を納めた典型例である。

7.10 定理. X ∈ B, µ(X) > 0, p ∈ R≥1とする。fnをLp(X,B, µ)の元からなる列でCauchy

の条件 limm,n→∞ ∥fm −fn∥p = 0をみたすものとする。このとき f ∈ Lp(X,B, µ)が存在して
limn→∞ ∥f − fn∥p = 0 が成り立つ。また limn→∞ ∥g− fn∥p = 0 であるような g ∈ Lp(X,B, µ)

の全体は f の同値類と一致する。

証明. Cauchyの条件により任意の ε ∈ R>0とK ∈ N に対してあるm ∈ Nでm ≥ K かつ
∥fn − fm∥p < ε ∀n > m を満たすものが存在する。従って帰納的に自然数列 α(k)で

α(k) < α(k + 1)∀k ∈ N, ∥fn − fα(k)∥p < 1/2k ∀n > α(k) ∀k ∈ N

を満たすものが構成できる。一般に ∥|h|∥p = ∥h∥p ∀h ∈ Lp(X,B, µ) であるから、補題 7.8(i)

を適用すると非負値 B可測関数 gk :=
∑k

i=1 |fα(i+1) − fα(i)| について次の評価を得る。∫
(gk)

p µ = (∥gk∥p)
p ≤

( k∑
i=1

∥fα(i+1) − fα(i)∥p

)p

≤
( k∑

i=1

1/2i
)p

≤ 1

系 6.12(ii)によりD :=
⋂∞

k=1 Dom gk =
⋂∞

i=1 Dom fα(i) もX に関して µ-a.e.集合である。こ
こで次の非負値 B可測関数 gを導入する。

g : D → R, x 7→
∞∑

k=1

|fα(k+1)(x) − fα(k)(x)|

gk|D ≤ gk+1|Dかつ gp = supk∈N(gk|D)pであるから定理 3.10により gは p乗 µ可積分である。
従って補題 3.3(iv)を適用すると

A := {x ∈ D :
∞∑

k=1

|fα(k+1)(x) − fα(k)(x)| < +∞} ∈ B

はDに関して µ-a.e.集合であることが分かる。また AはX に関しても µ-a.e.集合である。
x ∈ Aなら級数

∑∞
k=1(fα(k+1)(x) − fα(k)(x)) は絶対収束し、その部分和について

第 k部分和 = fα(k+1)(x) − fα(1)(x)
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である。次の B可測関数 f を導入する。

f : A → C, x 7→ lim
k→∞

fα(k)(x)

∀k ∈ Nをひとまず固定する。x ∈ Aなら級数和は f(x) − fα(1)(x)に等しいので

|f(x) − fα(k)(x)| ≤ sup
l∈N:l>k

l∑
i=k

|fα(i+1)(x) − fα(i)(x)| ∀x ∈ A

が成り立つ。特に |f(x) − fα(1)(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ Aであるから gの p乗 µ可積分性と定理 4.5

により f − fα(1) ∈ Lp(X,B, µ) を得る。従って補題 7.8(i)より f ∈ Lp(X,B, µ)である。定理
4.5と定理 3.10を適用して次を得る。

(∥f − fα(k)∥p)
p =

∫
A

|f − fα(k)|p µ ≤
∫

A

sup
l∈N:l>k

( l∑
i=k

|fα(i+1) − fα(i)|
)p

µ

= sup
l∈N:l>k

∫
A

( l∑
i=k

|fα(i+1) − fα(i)|
)p

µ = sup
l∈N:l>k

(∥∥∥ l∑
i=k

|fα(i+1) − fα(i)|
∥∥∥

p

)p

ここでAはXに関してµ-a.e.集合であることを使った。再び ∥|h|∥p = ∥h∥p ∀h ∈ Lp(X,B, µ)

に注意して補題 7.8(i)を適用する。右辺は次のものでおさえられる。

sup
l∈N:l>k

( l∑
i=k

∥fα(i+1) − fα(i)∥p

)p

≤
( ∞∑

i=k

1

2i

)p

=
1

2(k−1)p

n ∈ Nかつ n > α(k)とする。∥fn − fα(k)∥p < 1/2k であったので

∥f − fn∥p ≤ ∥f − fα(k)∥p + ∥fα(k) − fn∥p ≤
1

2k−1
+

1

2k
=

3

2k

最初の不等号は補題 7.8(i)による。よって ∥f − fn∥pは 0に収束する。さて補題 7.8(i)より

{g ∈ Lp(X,B, µ) : lim
n→∞

∥g − fn∥p = 0} = {g ∈ Lp(X,B, µ) : ∥g − f∥p = 0}

が成り立つ。補題 7.8(ii)によれば右辺は f の同値類に等しい。

記号¶ ³
X ∈ B, µ(X) > 0, p ∈ R≥1とする。線形空間Lp(X,B, µ)の同値関係f−g = 0

µ-a.e.による商空間を Lp(X,B, µ)と書く。µ ´
7.11 系. X ∈ B, µ(X) > 0, p ∈ R≥1とする。Lp(X,B, µ)の線形構造および semi-norm∥ · ∥p

は Lp(X,B, µ)にBanach空間の構造を導く。

証明. 補題 7.8(i), (ii)と定理 7.10
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8 有限加法的測度と誘導外測度
区間の長さを有限加法的測度としてとらえて議論を行う。外面積の考えを拡張して外測度
を定式化しさらにそれの持つ性質を公理化して測度の構成へとつなげる。

約束¶ ³
互いに共通部を持たない集合からなる族を非交差族(disjoint family)という。
集合の族 Cが指定されたとき Cに属する集合を C-集合とよぶ。µ ´

8.1 定義. Aを空でない集合とする。Aの分割(partition)とは空でない集合からなる非交差
族∆であって

⋃
J∈∆ J = A を満たすものをいう。特に集合の族 Cが指定されている場合 C-

集合から構成されているものを C-分割という。

8.2 定義. 集合族 Cが次の条件を満たすとき、Cは prefieldをなすという。

(i) ∅ ∈ C. A ∈ C, B ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ C.

(ii) A ∈ C, B ∈ C, B ⊂ A, A ̸= B ⇒ A \ Bの有限な C-分割が存在する。

8.3 例. 左半開区間の全体に空集合 ∅ を付加した集合族は prefield である。

前提¶ ³
以下 Cを prefieldとする。µ ´

8.4 補題. ∆を空でない C-集合からなる有限な非交差族としA ∈ Cとする。
(i)

⋃
J∈∆ J ⊂ A,

⋃
J∈∆ J ̸= A ならA \ (

⋃
J∈∆ J) の有限な C-分割が存在する。

(ii)
⋃

J∈∆ J ∪ Aの有限な C-分割Λであって∆ ⊂ Λ を満たすものが存在する。

証明. (i) 数学的帰納法を使う。まず∆がひとつの集合Bからできているときを考える。仮
定よりB ∈ Cである。従って補題 8.3(ii)によりA \ B の有限な C-分割が存在する。すなわ
ち ♯∆ = 1のとき (i)は成り立つ。

k ∈ Nかつ ♯∆ ≤ kのとき (i)が成り立つと仮定する。

そこで ♯∆ = k + 1とし、族∆からひとつ集合Bを取り去る。すると ♯(∆ \ {B}) = kなので
A \ (

⋃
J∈∆:J ̸=B J) の有限な C-分割Φが存在する。Bに含まれるか否かで分類する。

{I ∈ Φ : I ∩ B = I}, Φ0 := {I ∈ Φ : I ∩ B ̸= I}.

各 I ∈ Φ0に対して I ∩ B ∈ C, I ∩ B ⊂ I, I ∩ B ̸= Iなので補題 8.3(ii)により I \ (I ∩ B) の
有限な C-分割 Λ(I)が存在する。これらを集めたもの Λ :=

⋃
I∈Φ0

Λ(I) が求める有限な C-分
割である。

(ii) A ⊂
⋃

J∈∆ J なら∆自身が求める有限な C-分割であり、A ̸= ∅かつ J ∩A = ∅ ∀J ∈ ∆

なら Λ := ∆ ∪ {A} が求めるものである。そうでない場合は∆0 := {J ∈ ∆ : J ∩ A ̸= ∅}と
おき (i)を {J ∩ A ; J ∈ ∆0}とAの組に適用することができる。従って

A \
⋃

J∈∆0
(J ∩ A) の有限な C-分割Λ0が存在する。
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これと既存の非交差族∆をあわせたものΛ := Λ0 ∪ ∆ が求める有限な C-分割である。

8.5 系. C1, C2, . . . , Cn ∈ C とする。
⋃n

i=1 Ci ̸= ∅なら
⋃n

i=1 Ciの有限な C-分割∆であって
∆ =

⋃n
i=1{J ∈ ∆ : J ⊂ Ci} を満たすものが存在する。

証明. n = 1のときはC1のみからなる族 {C1}が求めるものである。あとは補題 8.4(ii) を随
時適用して nに関しての帰納法により証明できる。

いちいち断るのも煩わしいので、これから先は次のように理解しよう。

約束¶ ³
Aが空集合である場合その分割とは空な集合族のこととする。µ ´

次に面積などの持つ性質を公理化する。

8.6 定義. Cを集合の族、mを関数 C → Rとする。それが次の条件を満たすとき、(C,m)は
有限加法的測度(premeasure)であるという。

(i) Cは prefield である。
(ii) m(A) ≥ 0 ∀A ∈ C, m(∅) = 0.

(iii) A ∈ Cとその有限な C-分割∆に対してm(A) =
∑

J∈∆ m(J).

性質 (iii)を有限加法性(finite additivity)という。(iii)が任意の可̇算̇無限な C-分割についても
成り立つときmは σ-加法的(σ-additive)であるという。

前提¶ ³
以下 (C,m)を有限加法的測度とする。µ ´

8.7 補題. A1, . . . , Anおよび B1, . . . , Blはそれぞれ C 集合からなる非交差族であるとする。
このとき

⋃n
i=1 Ai =

⋃l
i=1 Bi であるなら

∑n
i=1 m(Ai) =

∑l
i=1 m(Bi) が成り立つ。

証明. m(∅) = 0であるからAi ̸= ∅ ∀iかつBi ̸= ∅ ∀i と仮定しても差し支えない。そこで

∆ := {Ai ∩ Bj ; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , lただしAi ∩ Bj ̸= ∅}

という集合族を導入する。各 J ∈ ∆はA1, . . . , Anのどれかに含まれ、しかもそのような番
号はただ一つである。よって ∑

J∈∆

m(J) =
n∑

i=1

∑
J∈∆:J⊂Ai

m(J)

ここで {J ∈ ∆ : J ⊂ Ai}はAiの有限な C-分割であるからmの有限加法性により∑
J∈∆:J⊂Ai

m(J) = m(Ai)

が各 iに対して成り立つ。従って
n∑

i=1

m(Ai) =
∑
J∈∆

m(J) =
l∑

i=1

m(Bi)

である。２番目の等号は同様の推論がB1, . . . , Blについても成り立つことによる。
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8.8 補題. ∆を空でない C-集合からなる有限な非交差族、C1, C2, . . . , Cn ∈ Cとする。
(i) A,B ∈ C, B ⊂ Aならm(B) ≤ m(A)が成り立つ。
(ii) A ∈ C,

⋃
J∈∆ J ⊂ Aなら

∑
J∈∆ m(J) ≤ m(A)が成り立つ。

(iii) B ∈ C, B ⊂
⋃n

i=1 Ciならm(B) ≤
∑n

i=1 m(Ci) が成り立つ。
(iv)

⋃
J∈∆ J ⊂

⋃n
i=1 Ciなら

∑
J∈∆ m(J) ≤

∑n
i=1 m(Ci)が成り立つ。

証明. (i) & (ii)補題 8.4(i)によればA \ (
⋃

J∈∆ J) の有限な C-分割Λが存在する。従って∑
J∈∆

m(J) ≤
∑
J∈∆

m(J) +
∑
I∈Λ

m(I) = m(A)

がmの非負性と有限加法性により導かれる。特に∆ = {B}の場合が (i)である。
(iii) 系 8.5によれば

⋃n
i=1 Ciの有限な C-分割Λであって次を満たすものが存在する。

Λ =
n⋃

i=1

{J ∈ Λ : J ⊂ Ci}

{J ∈ Λ : J ∩ B ̸= ∅}はBの有限 C分割であるからmの有限加法性により

m(B) =
∑

J∈Λ:J∩B ̸=∅

m(J ∩ B) ≤
n∑

i=1

∑
J∈Λ:J∩B ̸=∅,J⊂Ci

m(J ∩ B)

（ダブルカウント分だけ右辺が大きい）各 iに対して (ii)を使うと∑
J∈Λ:J∩B ̸=∅,J⊂Ci

m(J ∩ B) ≤ m(Ci)

故に求める不等式が得られる。
(iv) J ∈ ∆とする。J ∩ Ci i = 1, 2, . . . , nは J の有限な C-被覆であるから (iii)により

m(J) ≤
n∑

i=1

m(J ∩ Ci).

i = 1, 2, . . . , nとする。J ∩Ci J ∈ ∆は C-集合からなる有限な非交差族であるから (ii)により∑
J∈∆

m(J ∩ Ci) =
∑

J∈∆:J∩Ci ̸=∅

m(J ∩ Ci) ≤ m(Ci).

従って２重和の順序交換
∑

J∈∆

∑n
i=1 · · · =

∑n
i=1

∑
J∈∆ . . . により結論を得る。

8.9 定義. 集合族 U が次の条件を満たすとき、U は σ-universeをなすという。

∅ ∈ U . A ∈ U , B ⊂ A ⇒ B ∈ U . An ∈ U ∀n ∈ N ⇒
⋃∞

n=1 An ∈ U .

空でない集合族 Cに対して次を Cによって生成される σ-universeという。

σU(C) :=
⋃

C∈Map(N,C)

Sbset(
∞⋃

n=1

C(n)).

空な集合族によって生成される σ-universeは {∅}と約束する。
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8.10 定義. 次を有限加法的測度mが誘導する外測度(outer measure)という。

γ(m; ·) : σU(C) → R, A 7→ inf
{ ∞∑

n=1

m(Cn) ; Cn ∈ C, A ⊂
∞⋃

n=1

Cn

}
.

関数 γ(m; ·)の性質を調べる。

8.11 定義. A ⊂
⋃∞

n=1 Cnを満たす C-集合列Cnを集合Aの可算 C-被覆(covering)と呼ぶ。

8.12 補題. (i) γ(m; A) ≥ 0 ∀A, γ(m; ∅) = 0.

(ii) A ⊂ B ⇒ γ(m; A) ≤ γ(m; B).

(iii) γ(m;
⋃∞

n=1 An) ≤
∑∞

n=1 γ(m; An).

(iv) Aの有限 C-被覆C1, C2, . . . , Cnに対して γ(m; A) ≤
∑n

i=1 m(Ci).

(v) A,B ∈ Cとする。B ⊂ Aならm(B) + γ(m; A \ B) ≤ m(A) である。

証明. (i) mの非負値性により γ(m; A) ≥ 0である。次に ∅ ∈ C, m(∅) = 0であるからCn := ∅
∀n ∈ N という可算 C-被覆により γ(m; ∅) = 0が実現されることが分かる。

(iii)
∑∞

n=1 γ(m; An) = +∞なら不等式は自明に成立するので、
∑∞

n=1 γ(m; An) < +∞の
場合を考察する。ε > 0とする。各 n ∈ Nについて、γ(m; An) < +∞ なのでAnの可算 C-被
覆Cnk k ∈ Nであって

∞∑
k=1

m(Cnk) ≤ γ(m; An) + ε/2n

を満たすものが存在する。さてN × Nは可算集合であり、
∞⋃

n=1

An ⊂
∞⋃

n=1

∞⋃
k=1

Cnk,
∞∑

n=1

∞∑
k=1

m(Cnk) ≤
∞∑

n=1

γ(m; An) + ε

が成り立つ。集合列Cnk は
⋃∞

n=1 Anの可算 C-被覆であるから次の不等式が導かれた。

γ(m;
∞⋃

n=1

An) ≤
∞∑

n=1

γ(m; An) + ε.

この段階では ε > 0はまったく任意なので結論を得る。
(iv) i > nに対してCi := ∅とおいてAの可算無限 C-被覆に延長できる。
(v) A ̸= Bとして差し支えない。このとき A \ B の有限な C-分割∆が存在する。従って

m(B) + γ(m; A \ B) ≤ m(B) +
∑
I∈∆

m(I) = m(A)

が (iv)とmの有限加法性により導かれる。

8.13 補題. C-集合の列Cn n ∈ Nに対して集合族の列∆n n ∈ N であって

∆nは
⋃n

k=1 Ckの有限 C-分割、∆n ⊂ ∆n+1 ∀n ∈ N.

を満たすものが存在する。
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証明. 補題 8.4(ii)を考慮に入れて帰納法を適用すればよい。

8.14 系. γ(m; A) = inf
{ ∑

J∈∆

m(J); ∆ 非交差なAの可算 C-被覆
}
∀A ∈ σU(C).

証明. Cn n ∈ Nを集合Aの可算 C-被覆とする。それに対し集合族の列∆n n ∈ Nを補題 8.13

で述べられたものとする。このとき補題 8.8(iv)によれば、各 n ∈ Nに対して

∑
J∈∆n

m(J) ≤
n∑

k=1

m(Ck)

である。さて∆ :=
⋃∞

n=1 ∆n は非交差なAの可算 C-被覆である。さらに次が成り立つ。

∑
J∈∆

m(J) = sup
n∈N

∑
J∈∆n

m(J) ≤ sup
n∈N

n∑
k=1

m(Ck) =
∞∑

k=1

m(Ck).

任意の可算 C-被覆に対して上のような非交差な可算 C-被覆を選ぶことができるので

inf
{ ∑

J∈∆

m(J); ∆ 非交差なAの可算 C-被覆
}
≤ γ(m; A).

逆向きの不等号は自明。

9 Carathéodoryの外測度と可測集合
この節では補題 8.12で述べられた有限加法的測度が誘導する外測度の性質 (i), (ii), (iii)を

公理化して議論し、それによる測度の構成方法を紹介する。これは単なる一般化ではない。
必ずしも有限加法的測度に由来しない外測度も応用上重要だからである。

9.1 定義. σ-universe U を定義域にもつ関数 θ : U → R が次の条件を満たすとき、θ は
Carathéodory外測度であるという。

(i) θ(A) ≥ 0 ∀A, θ(∅) = 0. 非負性(non-negativity)

(ii) A ⊂ B ⇒ θ(A) ≤ θ(B). 単調性(monotonicity)

(iii) θ(
⋃∞

n=1 An) ≤
∑∞

n=1 θ(An). 可算劣加法性(countable subadditivity)

A ∈ U がCarathéodory外測度 θに関して可測(measurable)、略して θ可測、であるとは

θ(B) = θ(B ∩ A) + θ(B \ A) ∀B ∈ U

が成り立つことをいう。

前提と記号¶ ³
(U , θ)をCarathéodory外測度とし θ可測なU集合全体の族をMble(θ)とおく。µ ´

9.2 補題. A ∈ Mble(θ), B1 ⊂ A, B2 ∈ U , B2 ∩ A = ∅ ⇒ θ(B1 ∪ B2) = θ(B1) + θ(B2).
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証明. (B1 ∪ B2) ∩ A = B1, (B1 ∪ B2) \ A = B2を使う。

9.3 補題. Mを集合の族とする。次が成り立つならMは quasi σ-fieldである。

(i) ∅ ∈ M. (ii) A,B ∈ M, A ⊂ B ⇒ B \A ∈ M. (iii) A,B ∈ M ⇒ A∪B ∈ M.

(iv) An ∈ M ∀n ∈ N, An ∩ Am = ∅ n ̸= m ⇒
⋃∞

n=1 An ∈ M.

9.4 補題. Mble(θ)は quasi σ-fieldであり、θはMble(θ)上で σ-加法的である。

証明. ∅ ∈ Mble(θ)である。実際B ∩ ∅ = ∅, B \ ∅ = B, θ(∅) = 0 であるから

θ(B ∩ ∅) + θ(B \ ∅) = θ(∅) + θ(B) = θ(B) ∀B ∈ U .

A1, A2 ∈ Mble(θ), A1 ⊂ A2とする。補題 9.2を適用するために次の関係に着目する。

B \ (A2 \ A1) = (B ∩ A1) ∪ (B \ A2), {B ∩ (A2 \ A1)} ∪ (B ∩ A1) = B ∩ A2.

まずA2の θ-可測性を適用し次にA1の θ-可測性、再びA2の θ-可測性を使うと

θ(B ∩ (A2 \ A1)) + θ(B \ (A2 \ A1)) = θ(B ∩ (A2 \ A1)) + θ(B ∩ A1) + θ(B \ A2)

= θ(B ∩ A2) + θ(B \ A2) = θ(B) ∀B ∈ U .

従ってA2 \ A1 ∈ Mble(θ)である。
A,A′ ∈ Mble(θ)とする。補題 9.2を適用するために次の関係に着目する。

B ∩ (A ∪ A′) = (B ∩ A) ∪ {(B \ A) ∩ A′}, {(B \ A) ∩ A′} ∪ {B \ (A ∪ A′)} = B \ A.

まずAの θ-可測性を適用し次にA′の θ-可測性、再びAの θ-可測性を使うと

θ(B ∩ (A ∪ A′)) + θ(B \ (A ∪ A′)) = θ(B ∩ A) + θ((B \ A) ∩ A′) + θ(B \ (A ∪ A′))

= θ(B ∩ A) + θ(B \ A) = θ(B) ∀B ∈ U .

従ってA ∪ A′ ∈ Mble(θ)である。
An ∈ Mble(θ) ∀n ∈ N, An ∩ Am = ∅ n ̸= mとする。An+1の θ-可測性に着目して補題 9.2

を使うと次が得られる。B ∈ U は任意でよい。

θ(B ∩
( n+1⋃

k=1

Ak

)
) = θ(B ∩ An+1) + θ(B ∩

( n⋃
k=1

Ak

)
) ∀n ∈ N.

ついでながらAn ∩ Am = ∅でなくてもAn ∩ Am ∩ B = ∅ n ̸= m が満たされるだけで上の等
式は成立することに注意しておく。従って帰納法を適用し、その後 θの単調性を使うと

n∑
k=1

θ(B ∩ Ak) = θ(B ∩
( n⋃

k=1

Ak

)
) ≤ θ(B ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)
) ∀n ∈ N.

各項は非負値なので
∞∑

k=1

θ(B ∩ Ak) = sup
n∈N

θ(B ∩
( n⋃

k=1

Ak

)
) ≤ θ(B ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)
).
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他方、θは可算劣加法性を持つので逆向きの不等号も成立している。よって

(⋆) θ(B ∩
( ∞⋃

k=1

Ak

)
) =

∞∑
k=1

θ(B ∩ Ak) = sup
n∈N

θ(B ∩
( n⋃

k=1

Ak

)
) ∀B ∈ U .

さしあたりは必要ないが、前にもふれたことからAn ∩Am = ∅でなくてもAn ∩Am ∩B = ∅
n ̸= m が満たされるだけで上の等式は成立し、これが後で述べる系を導く。さてすでに証明
されたことにより

⋃n
k=1 Ak ∈ Mble(θ) である。従って各 n ∈ Nに対して

θ(B) = θ(B ∩
( n⋃

k=1

Ak

)
) + θ(B \

( n⋃
k=1

Ak

)
) ≥ θ(B ∩

( n⋃
k=1

Ak

)
) + θ(B \

( ∞⋃
k=1

Ak

)
).

ここで不等号は θの単調性による。(⋆)をつかって

θ(B) ≥ θ(B ∩
( ∞⋃

k=1

Ak

)
) + θ(B \

( ∞⋃
k=1

Ak

)
) ∀B ∈ U .

θは劣加法性を持つので逆向きの不等号も成立する。したがって

θ(B) = θ(B ∩
( ∞⋃

k=1

Ak

)
) + θ(B \

( ∞⋃
k=1

Ak

)
) ∀B ∈ U

であるから
⋃∞

k=1 Ak ∈ Mble(θ) が導かれた。
以上より集合族Mble(θ)は補題 9.3の前提条件を満たすので quasi σ-fieldである。また (⋆)

においてB =
⋃∞

k=1 Akの場合が θのMble(θ)上における σ-加法性にほかならない。

補題 9.4の結論を言い換えてみよう。

9.5 定理. 外測度 θのMble(θ)上への制限は測度である。

記号¶ ³
quasi σ-field Bと集合Xに対してB|X := {A∩X; A ∈ B}と書く。µ ´

9.6 補題. quasi σ-field Bと集合Xに対してB|Xは quasi σ-fieldである。X ∈ B|Xであるた
めの必要十分条件はX ⊂ AなるA ∈ Bが存在することである。

証明. 素直に条件をチェックすればよい。まず ∅ = ∅ ∩X ∈ B|X である。次にA,B ∈ Bかつ
A ∩ X ⊂ B ∩ Xとする。補題 1.3(i)よりB \ Aであるから

(B ∩ X) \ (A ∩ X) = (B \ A) ∩ X ∈ B|X

またAn ∈ B ∀n ∈ Nとすると
⋃∞

n=1(An ∩ X) = (
⋃∞

n=1 An) ∩ X ∈ B|X である。

9.7 系. 集合Xに対して外測度 θのMble(θ)|X 上への制限は測度である。

証明. 補題 9.4の証明中の (⋆)はAn ∩Am ∩B = ∅ n ̸= m が満たされるだけで成立する。こ
れは θのMble(θ)|X 上への制限が σ-加法的であることを意味する。
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9.8 定義. A ∈ U が θ零集合(θ-null set)であるとは θ(A) = 0であることをいう。

記号¶ ³
θ零集合全体の族をNull(θ)と書く。µ ´

9.9 定理. (i) ∅ ∈ Null(θ)かつNull(θ) ⊂ Mble(θ)である。
(ii) An ∈ Null(θ) ∀n ∈ NかつB ⊂

⋃∞
n=1 An ⇒ B ∈ Null(θ)

証明. (i) ∅ ∈ Null(θ)は θ(∅) = 0より明らか。A ∈ Null(θ), B ∈ U とする。B ∩ A ⊂ A,

B \ A ⊂ B, θ(A) = 0であるから θの劣加法性と単調性により

θ(B) ≤ θ(B ∩ A) + θ(B \ A) ≤ θ(A) + θ(B) = θ(B)

B ∈ U は任意であるからこれはA ∈ Mble(θ)を意味する。
(ii) An ∈ Null(θ) ∀n ∈ NかつB ⊂

⋃∞
n=1 Anとする。θの単調性と可算劣加法性により

0 ≤ θ(B) ≤ θ(
∞⋃

n=1

An) ≤
∞∑

n=1

θ(An) = 0

であるから B ∈ Null(θ)が従う。

ここで有限加法的測度が誘導する外測度についての議論に戻る。
前提¶ ³
以下 (C,m)を有限加法的測度とする。µ ´
記号¶ ³

Mble(γ(m; ·))を単にMble(m)と書き γ(m; ·)のMble(m) への制限をm⋆と
書く。またNull(γ(m; ·))を単にNull(m)と書くことにする。µ ´

このとき (Mble(m),m⋆)は完備な測度である。これと (C,m)との関係を調べる。

9.10 定理. すべての C-集合は γ(m; ·)-可測である。すなわち C ⊂ Mble(m)である。

証明. A ∈ Cとする。B ∈ σU(C)に対しその可算 C-被覆の一つをCn n ∈ N とする。Cn ∩ A

n ∈ Nは集合B ∩ Aの可算 C-被覆であるから

γ(m; B ∩ A) ≤
∞∑

n=1

m(Cn ∩ A).

他方、外測度 γ(m; ·)の単調性と可算劣加法性により

γ(m; B \ A) ≤ γ(m;
∞⋃

n=1

(Cn \ A)) ≤
∞∑

n=1

γ(m; Cn \ A).

さてCn \ A = Cn \ (Cn ∩ A) であるから補題 8.12(v)によると
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m(Cn ∩ A) + γ(m; Cn \ A) ≤ m(Cn) ∀n ∈ N

が成り立つ。従って以上を組み合わせると

γ(m; B ∩ A) + γ(m; B \ A) ≤
∞∑

n=1

m(Cn).

これがあらゆるBの可算 C-被覆について満たされる。よって

γ(m; B ∩ A) + γ(m; B \ A) ≤ γ(m; B) ∀B ∈ σU(C).

γ(m; ·)は劣加法性を持つので逆向きの不等号も成立しA ∈ Mble(m) が導かれた。

9.11 定理. 以下はすべて同値である。
(i) γ(m; A) = m(A) ∀A ∈ C.

(ii) mは σ-加法的
(iii) A ∈ Cとその可算 C-被覆∆で非交差族であるものに対してm(A) ≤

∑
J∈∆ m(J).

証明. 定理 9.10により C ⊂ Mble(m)である。従って定理 9.5により

C-集合からなる可算非交差族∆に対して γ(m;
⋃

J∈∆ J) =
∑

J∈∆ γ(m; J).

これは∆が C-集合の可算 C-分割になっている場合も含む。よって論理図式 (i) ⇒ (ii)が成り
立つ。次にAおよび∆を (iii)の前提にあるようなものとする。{J ∩ A ; J ∈ ∆, J ∩ A ̸= ∅}
はA ∈ Cの可算 C-分割であるから、mが σ-加法的なら

m(A) =
∑

J∈∆:J∩A̸=∅

m(J ∩ A) =
∑
J∈∆

m(J ∩ A) ≤
∑
J∈∆

m(J).

ここで不等号は補題 8.8(i)による。よって論理図式 (ii) ⇒ (iii)が成り立つ。系 8.14によれば
(iii)が成り立つならm(A) ≤ γ(m; A) ∀A ∈ C. 他方、補題 8.12(iv)によれば逆向きの不等号
も成り立っている。よって残りの論理図式 (iii) ⇒ (i)が導かれた。

9.12 定義. 有限加法的測度 (C,m) に対して測度 (B, µ)が存在して C ⊂ B かつ µ(A) = m(A)

∀A ∈ C が成り立つとき (B, µ)は有限加法的測度 (C,m)の測度への拡張という。

mがσ-加法的なら定理 9.10と定理 9.11により測度 (Mble(m),m⋆)は (C,m)の拡張である。
逆に測度に拡張可能な有限加法的測度は σ-加法的である。

9.13 定理. 有限加法的測度が測度に拡張されるための必要十分条件はそれが σ-加法的なこ
とである。Hopfの拡張定理

9.14 補題. mは σ-加法的であるとする。A ∈ Mble(m)かつm⋆(A) < +∞なら、任意の
ε ∈ R>0 に対して有限個の C集合C1, C2, . . . , CkとD ∈ Mble(m)が存在して

A ∪
k⋃

n=1

Cn ⊂ D,m⋆(D) < +∞かつ
∫

|1A:D −
k∑

n=1

1Cn:D|m⋆ < ε.
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証明. Mble(m)可測集合Aに対してその外測度をもってm⋆(A)を決めるというのが定義で
あった。仮定より外測度m⋆(A)は有限値であるから、C集合列Cnが存在して次を満たす。

A ⊂
∞⋃

n=1

Cn,

∞∑
n=1

m(Cn) < m⋆(A) + ε/2.

定理9.10と定理9.11よりCn ∈ Mble(m)かつm(Cn) = m⋆(Cn)である。ここでD :=
⋃∞

n=1 Cn

とおく。補題 5.2を考慮して定義関数を使って表現すると

1A:D(x) ≤
∞∑

n=1

1D:Cn(x)∀x ∈ D,

∫ ∞∑
n=1

1Cn:D m⋆ =
∞∑

n=1

∫
1Cn:D m⋆ <

∫
1A:D m⋆ +

ε

2
.

関数 1A:D,
∑∞

n=1 1Cn:Dはともにm⋆可積分なので定理 4.6を適用して∫ ∣∣∣1A:D −
∞∑

n=1

1Cn:D

∣∣∣m⋆ =

∫ ( ∞∑
n=1

1Cn:D − 1A:D

)
m⋆ =

∫ ∞∑
n=1

1Cn:D m⋆ −
∫

1A:D m⋆ <
ε

2
.

他方
∑∞

n=1 m(Cn) < +∞であるから、ある k ∈ Nが存在して∫ ∞∑
n=k+1

1Cn:D m⋆ =
∞∑

n=k+1

∫
1Cn:D m⋆ =

∞∑
n=k+1

m(Cn) < ε/2.

定理 4.6を適用して以上を組み合わせると∫ ∣∣∣1A:D −
k∑

n=1

1Cn:D

∣∣∣ m⋆ ≤
∫ ∣∣∣1A:D −

∞∑
n=1

1Cn:D

∣∣∣ m⋆ +

∫ ∞∑
n=k+1

1Cn:D m⋆ < ε.

集合C1, C2, . . . , Ckが求めるものである。

9.15 定理. f をR値 (Mble(m),m⋆)可積分関数とする。任意の ε ∈ R>0に対して有限個の C
集合C1, C2, . . . , Ck, a1, a2, . . . , ak ∈ RとD ∈ Mble(m)が存在して

Dom f ∪
k⋃

n=1

Cn ⊂ D,

∫
D\Dom f

|
k∑

n=1

an1Cn:D|m⋆ +

∫
|f −

k∑
n=1

an1Cn:D|Dom f |m⋆ < ε.

証明. 補題 3.9によれば、非負値Mble(m)単関数列 fnが存在して

Dom fn = Dom f , fn ≤ fn+1 ∀n ∈ N, supn∈N fn(x) = max{f(x), 0} ∀x ∈ Dom f

定理 3.10を適用すると

sup
n∈N

∫
fn m⋆ =

∫
max{f, 0}m⋆ ≤

∫
|f |m⋆ < +∞.

よってある k ∈ Nが存在して∫
max{f, 0}m⋆ <

∫
fk m⋆ + ε/4.
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h := fkとおくとこれはm⋆可積分なMble(m)単関数で

0 ≤ h ≤ max{f, 0},
∫

(max{f, 0} − h) m⋆ =

∫
max{f, 0}m⋆ −

∫
hm⋆ < ε/4.

z ∈ Image hかつ z > 0とする。補題 3.3(iii)により

zm⋆(h−1{z}) ≤
∫

hm⋆ < +∞.

従ってm⋆(h−1{z}) < +∞ である。Image hの要素数は有限であるが、それをN とおく。補
題 9.14により有限個の C集合C(z, 1), C(z, 2), . . . , C(z, k(z))とD(z) ∈ Mble(m)が存在して

h−1{z} ∪
k(z)⋃
n=1

C(z, n) ⊂ D(z),

∫
|1h−1{z}:D(z) −

k(z)∑
n=1

1C(z,n):D(z)|m⋆ <
ε

4Nz
.

ここでD := Dom f ∪
⋃

z∈Image h:z>0 D(z)とおく。定理 4.6を適用して

∫ ∣∣∣ ∑
z∈Image h,z>0

z1h−1{z}:D −
∑

z∈Image h,z>0

z

k(z)∑
n=1

1C(z,n):D

∣∣∣m⋆

≤
∑

z∈Image h,z>0

z

∫
|1h−1{z}:D −

k(z)∑
n=1

1C(z,n):D|m⋆ <
ε

4
.

記号の簡単のため g :=
∑

z∈Image h,z>0 z
∑k(z)

n=1 1C(z,n):D とおくと∫
D\Dom f

|g|m⋆ +

∫
|f − g|Dom f |m⋆

≤
∫

(max{f, 0} − h) dv⋆ +

∫ ∣∣∣ ∑
z∈Image h,z>0

z1h−1{z}:D − g
∣∣∣m⋆ < ε/2.

関数−f に対しても以上の議論が適用できる。

10 拡張の一意性
この節では拡張の一意性について議論する。
前提¶ ³

(C,m)を σ-加法的な有限加法的測度とする。µ ´
(Mble(m),m⋆)は測度で (C,m)を拡張する。さてBをquasi σ-fieldでCを含むもの、(B, µ1),

(B, µ2)を測度で (C,m)を拡張するものとする。問題はいつµ1 = µ2がいえるかである。その
ための条件は、(C,m)および B両方に関わることになる。

10.1 定義. (C,m)が σ-有限(σ-finite)であるとは各A ∈ C に対して可算 C-被覆Cn n ∈ N で
m(Cn) < +∞ ∀n ∈ N をみたすものが存在することをいう。

38



σU(C)の定義からすぐ分かるように (C,m)が σ-有限なら各A ∈ σU(C) に対して可算 C-被
覆Cn n ∈ N でm(Cn) < +∞ ∀n ∈ N をみたすものが存在する。

10.2 補題. (C,m)が σ-有限なら任意の C-集合列 Cn n ∈ Nにたいして
⋃∞

n=1 Cnの可算 C-分
割∆でm(J) < ∞ ∀J ∈ ∆ をみたすものが存在する。

証明.
⋃∞

n=1 Cn ∈ σU(C)であるからその可算 C-被覆 C̃k k ∈ Nでm(C̃k) < +∞ ∀k ∈ N をみ
たすものが存在する。このとき

⋃∞
n,k=1 Cn ∩ C̃k =

⋃∞
n=1 Cn, m(Cn ∩ C̃k) ≤ m(C̃k) < +∞ で

あるから最初からm(Cn) < +∞であったとしても構わない。集合族の列∆n n ∈ N を補題
8.13で述べられたものとする。補題 8.8(iv)によれば、各 n ∈ Nに対して

∑
J∈∆n

m(J) ≤
n∑

k=1

m(Ck) < +∞.

従って
⋃∞

n=1 Cnの可算 C-分割∆ :=
⋃∞

n=1 ∆n はm(J) < ∞ ∀J ∈ ∆ をみたす。

10.3 補題. X ∈ σU(C)に対して以下は同値である。

(i) γ(m; ·)のMble(m)|X 上への制限は σ有限。
(ii) Xの可算 σU(C)-被覆Anで γ(m; An) < +∞ ∀n ∈ N を満たすものが存在。
(iii) Xの可算 C-被覆Cnでm(Cn) < +∞ ∀n ∈ N をみたすものが存在。

証明. まず σU(C)の定義からすぐ分かるようにXの可算 C-被覆が存在する。定理 9.10より
C ⊂ Mble(m) であるからB ∈ Mble(m)であってX ⊂ Bを満たすものが存在する。従って
X ∈ Mble(m)|X であることに注意しておく。
さて γ(m; ·)のMble(m)|X上への制限は σ有限であるとする。このときXの可算Mble(m)

被覆Bnで γ(m; Bn ∩ X) < +∞ ∀n ∈ N を満たすものが存在する。明らかに集合列Bn ∩ X

はXの可算 σU(C)-被覆である。以上により (i) ⇒ (ii)が示せた。
次にAnをXの可算 σU(C)-被覆で γ(m; An) < +∞ ∀n ∈ N を満たすものとする。γ(m; ·)

の定義からすぐ分かるように各 n ∈ Nに対してAnの可算 C-被覆C
(n)
k であって

∞∑
k=1

m(C
(n)
k ) ≤ γ(m; An) + 1 < +∞

を満たすものが存在する。明らかに集合列C
(n)
k k, n ∈ NはXの可算 C-被覆である。以上に

より (ii) ⇒ (iii)が示せた。
CnをXの可算 C-被覆でm(Cn) < +∞ ∀n ∈ Nを満たすものとする。定理 9.10と定理 9.11

により C ⊂ Mble(m), γ(m; ·)|C = mであるからCn ∩ X ∈ Mble(m)|X であって

γ(m; Cn ∩ X) ≤ γ(m; Cn) = m(Cn) < +∞ ∀n ∈ N

である。以上により (iii) ⇒ (i)が示せた。

10.4 定義. X ∈ σU(C)がmに関して σ-有限であるとは γ(m; ·)のMble(m)|X 上への制限が
σ有限であることをいう。

39



10.5 補題. (i) (C,m)が σ-有限であれば任意のX ∈ σU(C)はmに関して σ-有限である。ま
たX ∈ σU(C) であって γ(m; X) < +∞を満たすものはmに関して σ-有限である。
(ii) {A ∈ Mble(m) : mに関して σ-有限 }は quasi σ-fieldである。
(iii) fをR値Mble(m)可測関数とする。このとき

∫
|f | m⋆ < +∞であるなら {x : f(x) ̸= 0}

はmに関して σ-有限である。
(iv) (B, µ)を測度であって (C,m)を拡張する、即ち C ⊂ Bかつ µ(A) = m(A) ∀A ∈ Cを満た
すものとする。このとき µ(A) ≤ γ(m; A) ∀A ∈ B ∩ σU(C) でありさらに次が成り立つ。

µ(A) = m⋆(A) ∀A ∈ B ∩ {A ∈ Mble(m) : mに関して σ-有限 }

証明. (iii) n ∈ Nとする。補題 3.3(iii)を適用して

m⋆({x : |f(x)| > 1/n}) ≤ n

∫
|f | m⋆ < +∞

従って (i), (ii)により {x : f(x) ̸= 0} =
⋃∞

n=1{x : |f(x)| > 1/n}もmに関して σ-有限である。
(iv) Cn n ∈ NをA ∈ B ∩ σU(C) の可算 C-被覆とする。このときCn ∈ B, µ(Cn) = m(Cn)

である。従って補題 6.11により次が成り立つので µ(A) ≤ γ(m; A)である。

µ(A) ≤
∞∑

n=1

µ(Cn) =
∞∑

n=1

m(Cn).

補題 10.2によればmに関して σ-有限であるようなA ∈ B ∩ σU(C)に対しその可算 C-被覆∆

で非交差かつm(J) < +∞ ∀J ∈ ∆ を満たすものが存在する。J ∈ ∆としよう。このとき
J ∈ B, µ(J) = m(J) < +∞であり、また µ(J \ A) ≤ γ(m; J \ A) であるから

µ(A ∩ J) = µ(J) − µ(J \ A) ≥ m(J) − γ(m; J \ A).

さらに A ∈ Mble(m)も仮定する。定理 9.10と定理 9.11により J ∈ Mble(m), m⋆(J) =

m(J) < +∞であるから

m(J) − γ(m; J \ A) = m⋆(J) − m⋆(J \ A) = m⋆(A ∩ J).

以上と µ, m⋆双方の σ-加法性により

µ(A) =
∑
J∈∆

µ(A ∩ J) ≥
∑
J∈∆

m⋆(A ∩ J) = m⋆(A) ∀A ∈ B ∩ Mble(m).

さて A ∈ B ∩ Mble(m)に対しては m⋆(A) = γ(m; A)であるから既に確認済みの不等式
µ(A) ≤ γ(m; A)とあわせて結論を得る。

10.6 注意. 補題 10.5(iv)は µ(A) < +∞, m⋆(A) = +∞ であるようなA ∈ B ∩ Mble(m) の存
在を排除していない。

補題 10.5ではふたつの quasi σ-fieldの共通部B∩Mble(m)が現れた。実はそのようなもの
は quasi σ-fieldである。例えば有限加法的測度を複数扱うとなるとそれに応じて quasi σ-field

も複数現れることになるので一般的な定式化を行う。
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10.7 補題. quasi σ-fieldたち Bα の共通部
⋂

α Bα も quasi σ-fieldである。

10.8 定理. (B, µ)は (C,m)を拡張する測度であり f は R値 B ∩ Mble(m)可測関数とする。
このとき

∫
|f | m⋆ < +∞であるなら

∫
|f | µ < +∞かつ

∫
f m⋆ =

∫
f µが成り立つ。

証明. 補題 10.5(iii)によれば、{x : f(x) ̸= 0}はmに関して σ-有限である。よって∫
max{f, 0} m⋆ =

∫
{f ̸=0}

max{f, 0} m⋆ =

∫
{f ̸=0}

max{f, 0} µ =

∫
max{f, 0} µ

を補題 4.15(i)と補題 10.5(iv)の適用により導くことができる。

10.9 補題. 集合の族Aに対して次の条件を満たす集合族がただ一つ存在する。

(i) Bは quasi σ-fieldかつA ⊂ Bである。
(ii) 条件 (i)を満たす任意の集合族 B′に対して B ⊂ B′である。最小性

証明. 先ずAを内包する quasi σ-fieldは存在する。実際 σU(A)がそうである。

σ(A) :=
⋂

{B; A ⊂ B ⊂ σU(A) quasi σ-field }

は補題 10.7により quasi σ-fieldである。またA ⊂ σ(A)である。ここで B′をA ⊂ B′なる
quasi σ-fieldとする。補題 10.7より σ(A) ∩ B′は quasi σ-fieldである。他方

A ⊂ σ(A) ∩ B′ ⊂ σU(A)

なので σ(A)の定義より σ(A) ⊂ σ(A) ∩ B′ を得る。したがって σ(A) ⊂ B′である。

10.10 定義. 集合の族Aに対し系 10.9で規定される quasi σ-fieldを記号 σ(A)で表し、これ
をAで生成される quasi σ-field (quasi σ-field generated by A) と呼ぶ。

次の定理は有限加法的測度の測度への拡張の一意性を述べるもので、考察の対象となる測
度の性質を調べたり逆にそれを利用して測度を特定したりするのにきわめて有効である。

10.11 定理. σ-有限な (C,m)の σ(C)への測度としての拡張は一意的である。すなわち測度
(σ(C), µ)が (C,m)を拡張するなら µ(A) = m⋆(A) ∀A ∈ σ(C) が成り立つ。

証明. 定理 9.10により σ(C) ⊂ Mble(m) である。従って補題 10.5より直ちに導かれる。

10.12 補題. sup{r1[r,+∞)(t) ; r ∈ Q>0} = max{t, 0} ∀t ∈ R.

10.13 定理. (C,m)は σ-有限であるとする。
(i) Mble(m) = {A ∈ σU(C) : ∃Z,B ∈ σ(C) s.t. Z ⊂ A ⊂ B,B \ Z ∈ Null(m)}.
(ii) 任意のR値Mble(m)可測関数 f に対してR値 σ(C)可測関数 g, hが存在して

Dom g = Dom f = Dom g, g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) ∀x ∈ Dom f, g = h m⋆-a.e.
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証明. (i) 右辺の集合族をRとおく。A ∈ Rとする。このときZ ⊂ A ⊂ B, B \Z ∈ Null(m)

を満たすZ,B ∈ σ(C)が存在する。A \Z ⊂ B \Zなので、定理 9.9によりA \Z ∈ Mble(m)

である。従ってA = (A \ Z) ∪ Z ∈ Mble(m)を得る。一般に

(⋆) γ(m; A) = inf{m⋆(B) ; B ∈ σ(C), A ⊂ B} ∀A ∈ σU(C)

が成り立つことを示そう。σ(C) ⊂ Mble(m) であるから単調性により

B ∈ σ(C), A ⊂ B ⇒ γ(m; A) ≤ γ(m; B) = m⋆(B)

次にAの可算 C被覆Cnに対してB :=
⋃∞

n=1 Cn ∈ σ(C), A ⊂ Bであり

m⋆(B) = m⋆(
∞⋃

n=1

Cn) ≤
∞∑

n=1

m⋆(Cn) =
∞∑

n=1

m(Cn)

以上により (⋆)が示せた。ここでA ∈ Mble(m)と仮定する。(⋆)を適用すると

Bn ∈ σ(C), A ⊂ Bn, inf
n∈N

m⋆(Bn) = γ(m; A) = m⋆(A)

を満たす集合列Bnが存在することがわかる。そこでB :=
⋂∞

n=1 Bn とおくと

B ∈ σ(C), A ⊂ B,m⋆(B) = m⋆(A)

が成り立つ。更にm⋆(A) < +∞と仮定するとm⋆(B \A) = 0が導かれる。さて補題 10.2によ
ればAの可算 C-被覆∆で非交差かつm(J) < +∞ ∀J ∈ ∆ を満たすものが存在する。J ∈ ∆

としよう。このとき J ∈ σ(C)であり、またm⋆(A ∩ J) ≤ m⋆(J) = m(J) < +∞ である。再
び (⋆)を適用してA ∩ J に対して同様に議論すると

B(J) ∈ σ(C), A ∩ J ⊂ B(J),m⋆(B(J) \ (A ∩ J)) = 0

を満たす集合B(J)が存在することがわかる。そこでB :=
⋃

J∈∆(B(J) ∩ J) とおくと

B ∈ σ(C), A ⊂ B,m⋆(B \ A) =
∑
J∈∆

m⋆((B(J) ∩ J) \ (A ∩ J)) = 0

が成り立つ。(⋆)を適用してB \ Aに対して同様に議論すると

N ∈ σ(C), B \ A ⊂ N,m⋆(N) = m⋆(B \ A) = 0

を満たす集合N が存在することがわかる。Z = B \ N とおくとこれは Z ∈ σ(C),, Z ⊂ A,

B \ Z = N を満たすのでA ∈ Rが示せた。
(ii) (i)より各 r ∈ Q>0に対してZ(r), B(r) ∈ σ(C) であって次を満たすものが存在する。

Z(r) ⊂ {x : f(x) ≥ r} ⊂ B(r), B(r) \ Z(r) ∈ Null(m)

D := Dom f とおく。次で定義される R値関数 g+, h+ は σ(C)可測である。

g+ := sup{r1Z(r):D ; r ∈ Q>0}, h+ := sup{r1B(r):D ; r ∈ Q>0}
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r1Z(r):D ≤ r1{f≥r}:D ≤ r1B(r):Dが成り立つので補題 10.12により

0 ≤ g+(x) ≤ max{f(x), 0} ≤ h+(x) ∀x ∈ D.

さて {x : g+(x) ̸= h+(x)} ⊂
⋃

r∈Q:r>0

(
B(r) \ Z(r)

)
であるから定理 9.9(ii)を適用して

{x : g+(x) ̸= h+(x)} ∈ Null(m)

を得る。同様に R値 σ(C)可測関数 g−, h− であって次を満たすものが存在する。

g−(x) ≤ min{f(x), 0} ≤ h−(x) ≤ 0 ∀x ∈ D, {x : g−(x) ̸= h−(x)} ∈ Null(m)

求める関数の組 g, hは次のように定義すればよい。

g(x) :=

{
g+(x) g+(x) > 0

g−(x) g+(x) = 0
h(x) :=

{
h−(x) h−(x) < 0

h+(x) h−(x) = 0

これでうまくいくことを確かめるために次に着目する。

f(x) > 0, g+(x) > 0 ⇒ g(x) = g+(x) ≤ max{f(x), 0} = f(x)

f(x) > 0, g+(x) = 0 ⇒ g(x) = g−(x) ≤ 0 < f(x)

f(x) ≤ 0 (⇒ g+(x) = 0) ⇒ g(x) = g−(x) ≤ min{f(x), 0} = f(x)

従って g(x) ≤ f(x) ∀x ∈ D であり、更に次が成り立つ。

{f ̸= g} = {f > 0, g+ > 0, g+ ̸= max{f, 0}} ∪ {f > 0, g+ = 0} ∪ {f ≤ 0, g− ̸= min{f, 0}}

また {f > 0, g+ = 0} ⊂ {g+ ̸= max{f, 0}} であるから

{f ̸= g} ⊂ {g+ ̸= max{f, 0}} ∪ {g− ̸= min{f, 0}}.

右辺は {g+ ̸= h+} ∪ {g− ̸= h−} の部分集合であるから {f ̸= g} ∈ Null(m) が導かれる。同
様にして f(x) ≤ h(x) ∀x ∈ D, {f ̸= h} ∈ Null(m) であることが分かる。

11 測度の比較と単調族
11.1 定義. 集合の族F が次の条件を満たすとき、F は quasi fieldをなすという。

(i) ∅ ∈ F
(ii) A,B ∈ F , A ⊂ B ⇒ B \ A ∈ F
(iii) A,B ∈ B ⇒ A ∪ B ∈ F

quasi field F に対してA,B ∈ F ⇒ B \ A,A ∩ B ∈ F が成り立つ。

11.2 補題. Mを集合の族とする。次が成り立つならMは quasi fieldである。
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(i) ∅ ∈ M. (ii) A,B ∈ M, A ⊂ B ⇒ B \A ∈ M. (iii) A,B ∈ M ⇒ A∩B ∈ M.

(iv) A,B ∈ M, A ∩ B = ∅ ⇒ A ∪ B ∈ M.

証明. A ∈ M, B ∈ Mとする。まずA∩B ∈ F , A\(A∩B) ∈ F , B\(A∩B) ∈ F であり、こ
れらは互いに非交差である。よってA∪B = (A∩B)∪{A\(A∩B)}∪{B\(A∩B)} ∈ M.

11.3 定義. 集合族 Cで条件A ∩ B ∈ C ∀A ∈ C ∀B ∈ C を満たすものを π-systemと呼ぶ。

11.4 定義. 集合の族Mが次の条件を満たすとき、Mは additive systemをなすという。

(i) ∅ ∈ M
(ii) A,B ∈ M, A ∩ B = ∅ ⇒ A ∪ B ∈ M.

明らかに任意の quasi fieldは additive systemであり、prefieldであり、π-systemである。
補題 10.7でのべたように quasi σ-fieldたちの共通部は quasi σ-fieldである。これと同じこと
が additive systemについてもいえる。

11.5 補題. (i) additive systemたちMα に対し
⋂

α Mα も additive systemである。
(ii) 任意の集合B, σ-universe U と additive system Mに対して {A ∈ U : A ∩ B ∈ M} およ
び {A ∈ U : A \ B ∈ M} は additive systemである。

証明. (ii) まず ∅ ∩ B = ∅ ∈ M, ∅ \ B = ∅ ∈ Mである。次にA1, A2 ∈ U , A1 ∩ A2 = ∅とす
る。A1 ∩ B ∈ M, A2 ∩ B ∈ Mなら (A1 ∩ B) ∩ (A2 ∩ B) = ∅ より

(A1 ∪ A2) ∩ B = (A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B) ∈ M

である。A1 \ B ∈ M, A2 \ B ∈ M の場合も同様である。

11.6 補題. (i) π-system Cで生成される additive system Mは π-systemである。
(ii) prefield Cで生成される additive system Mは quasi fieldである。
(iii) prefield Cで生成される quasi field F は次で与えられる。

{
n⋃

i=1

Ci; C1, . . . , Cn ∈ C mutually disjoint}

証明. (i) 集合族 Cは πシステムであることと関係 C ⊂ Mにより

A ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ M ∀B ∈ C.

次の集合族は C ⊂ M1を満たす。

M1 := {A ∈ σU(C) : A ∩ B ∈ M ∀B ∈ C} =
⋂
B∈C

{A ∈ σU(C) : A ∩ B ∈ M}

Mは additive systemなので補題 11.5によればM1は additive systemである。したがって
関係 C ⊂ M1とMの定義によりM ⊂ M1 すなわちA ∈ M ⇒ A ∩ B ∈ M ∀B ∈ C を得
る。これは次と同値である。

A ∈ M, B ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ M.
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A, Bの役割を入れ替えてみよう。

A ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ M ∀B ∈ M.

よって次の集合族は C ⊂ M2を満たす。

M2 := {A ∈ σU(C) : A ∩ B ∈ D ∀B ∈ M}.

M1に対するのと同じ論法を繰り返してA ∈ M ⇒ A ∩ B ∈ M ∀B ∈ M を得る。
(ii) A,B ∈ CかつA ⊂ Bとする。A = Bなら明らかにB\A = ∅ ∈ Mである。以後A ̸= B

として話を進める。B \ Aは有限 C分割を持つ。それをC1, . . . , CnとするとCi ∈ C ⊂ Mで
あり互いに素なのでB \ A =

⋃n
i=1 Ci ∈ Mを得る。一般にA,B ∈ CならA ∩ B ∈ Cなので

A \ B = A \ (A ∩ B) ∈ Mが導かれる。すなわち

C ⊂ {A ∈ σU(C) : A \ B ∈ M ∀B ∈ C}

よって (i)で行った論法を当てはめることにより次が分かる。

A ∈ M, B ∈ C ⇒ A \ B ∈ M.

A, Bの役割を入れ替えてA ∈ C ⇒ B \ A ∈ M ∀B ∈ M と書き換える。よって集合族

M3 := {A ∈ σU(C) : B \ A ∈ M ∀B ∈ M} =
⋂

B∈M

{A ∈ σU(C) : B \ A ∈ M}

は C ⊂ M3を満たす。さてB ∈ Mを任意に固定する。族 Cは π-systemであるから、(i)に
よりMも π-systemである。これを使うと

A1, A2 ∈ M3 ⇒ B \ A1, B \ A2 ∈ M ⇒ B \ (A1 ∪ A2) = (B \ A1) ∩ (B \ A2) ∈ M

従って A1, A2 ∈ M3 ⇒ A1 ∪ A2 ∈ M3 である。特にM3 は additive systemとなるので
M ⊂ M3 が導かれた。即ちA,B ∈ M ⇒ B \ A ∈ Mである。以上で族Mに補題 11.2を
適用する手はずが整ったのでMが quasi fieldであることが結論づけられた。

(iii) 命題で与えたのは Cで生成される additive system Mに他ならない。(ii)によればM
は Cを含む quasi fieldであるがその様なものの最小がFであったのでF ⊂ Mとなる。逆に
Fは Cを含む additive systemであるがその様なものの最小がMであったのでM ⊂ Fも成
り立つ。即ちF = Mである。

11.7 系. prefield C上の有限加法的測度は Cで生成される quasi field上の有限加法的測度に
一意的に拡張される。

証明. 補題 11.6(iii) と補題 8.7による。

11.8 系. F を prefield C で生成される quasi fieldとし、m1, m2を F 上で定義された有限
加法的測度とする（必ずしも非負値でなくてよいが値 −∞は取らないとする）。このとき
m1(A) ≤ m2(A) ∀A ∈ Cならm1(A) ≤ m2(A) ∀A ∈ F である。
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証明. 補題 11.6(iii)に注意して加法性を使えばよい。

11.9 補題. mを quasi field F 上の有限加法的測度であるとする。
(i) mの σ加法性は次と同値である。

An ∈ F ∀n ∈ N, An ⊂ An+1 ∀n ∈ N,

∞⋃
n=1

An ∈ F ⇒ sup
n∈N

m(An) = m(
∞⋃

n=1

An).

(ii) m(A) < +∞ ∀A ∈ F をみたすときmの σ加法性は次と同値である。

An ∈ F ∀n ∈ N, An ⊃ An+1 ∀n ∈ N, inf
n∈N

m(An) > 0 ⇒
∞⋂

n=1

An ̸= ∅.

証明. (ii) 与えられた条件から σ加法性を導こう。そこで

Bn ∈ F ∀n ∈ N, Bn ∩ Bk = ∅ n ̸= k, A :=
⋃∞

n=1 Bn ∈ F

であるとする。F は quasi field であるから

An := A \
n⋃

k=1

Bk ∈ F

またその定義によりAn ⊃ An+1 ∀n ∈ Nかつ
⋂∞

n=1 An = A \
⋃∞

k=1 Bk = ∅ である。従って

inf
n∈N

m(An) = 0

が与えられた条件から得られる。他方、有限加法性とm(A) < +∞により

n∑
k=1

m(Bk) = m(
n⋃

k=1

Bk) = m(A) − m(An) ∀n ∈ N

である。よって supn∈N
∑n

k=1 m(Bk) = m(A) が導けた。

11.10 定義. 集合の族Mが次の条件を満たすとき、Mはmonotone classをなすという。

(i) An ∈ M, An ⊂ An+1 ⇒
⋃∞

n=1 An ∈ M
(ii) An ∈ M, An ⊃ An+1 ⇒

⋂∞
n=1 An ∈ M

なお条件 (i)を満たすとき、upper monotone classと呼ぶことにする。

11.11 補題. (i) monotone classたちMα に対し
⋂

α Mα もmonotone classである。
(ii) 任意の集合 B, σ-universe U と monotone class Mに対して {A ∈ U : A ∪ B ∈ M},
{A ∈ U : A \ B ∈ M} および {A ∈ U : B \ A ∈ M} はmonotone classである。

証明. (ii) B \ An ∈ M n ∈ Nとする。An ⊂ An+1 ∀nならB \ An ⊃ B \ An+1であるから
B \ (

⋃∞
n=1 An) =

⋂∞
n=1(B \An) ∈ M が導かれる。An ⊃ An+1 ∀nならB \An ⊂ B \An+1で

あるからB \ (
⋂∞

n=1 An) =
⋃∞

n=1(B \ An) ∈ M が導かれる。
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11.12 補題. (i) quasi fieldが upper monotone classでもあるならそれは quasi σ-fieldである。
(ii) quasi field F で生成されるmonotone class Mは quasi fieldである。

証明. (i)
⋃∞

n=1 An =
⋃∞

n=1(
⋃n

k=1 Ak)である。
(ii) 集合族F は quasi fieldであることと関係F ⊂ Mにより

A ∈ F ⇒ A \ B ∈ F ∀B ∈ F .

次の集合族はF ⊂ M1を満たす。

M1 := {A ∈ σU(F) : A \ B ∈ M ∀B ∈ F} =
⋂

B∈F

{A ∈ σU(F) : A \ B ∈ M}

Mはmonotone classなので補題 11.11によればM1はmonotone classである。したがって
関係F ⊂ M1とMの定義によりM ⊂ M1 すなわちA ∈ M ⇒ A \ B ∈ M ∀B ∈ F を得
る。これは次と同値である。

A ∈ M, B ∈ F ⇒ A \ B ∈ M.

A, Bの役割を入れ替えてみよう。

A ∈ F ⇒ B \ B ∈ M ∀B ∈ M.

よって次の集合族はF ⊂ M2を満たす。

M2 := {A ∈ σU(C) : B \ A ∈ M ∀B ∈ M}.

M1に対するのと同じ論法を繰り返して A ∈ M ⇒ B \ A ∈ M ∀B ∈ M を得る。同じ
手続きなので A, B ∈ M ⇒ A ∪ B ∈ M を導くのを記述するのは割愛する。また明らかに
∅ ∈ F ⊂ Mである。以上よりMは quasi fieldであることが確かめられた。

次は単調族定理と呼ばれる。

11.13 定理. quasi field F で生成されるmonotone classは quasi σ-field σ(F)に等しい。

証明. 補題 11.12によりF で生成されるmonotone class Mは quasi σ-fieldである。従って
関係F ⊂ Mと σ(F)の定義より σ(F) ⊂ M を得る。他方 quasi σ-fieldはmonotone classで
ある。よって σ(F)はF を含むmonotone classとなりM ⊂ σ(F) を得る。

11.14 系. Cを prefieldとし、µ, νを σ(C)上の有限値測度とする（必ずしも非負値でなくて
よい）。このとき µ(A) ≤ ν(A) ∀A ∈ Cなら µ(A) ≤ ν(A) ∀A ∈ σ(C)である。

証明. Cで生成される quasi fieldをF とかく。このとき σ(F) = σ(C)である。他方、系 11.8

により µ(A) ≤ ν(A) ∀A ∈ F が成り立つ。µ, νは有限値測度であるから

M := {A ∈ σ(C) : µ(A) ≤ ν(A)}

はmonotone classである。しかも上で確かめたように F ⊂ Mを満たす。よって F で生成
されるmonotone classはMに含まれる。前者は定理 11.13によれば σ(F)に一致する。した
がって σ(C) = σ(F) ⊂ M 即ち µ(A) ≤ ν(A) ∀A ∈ σ(C)である。
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11.15 例. Cを prefieldで空でない集合を含むもの、µを σ(C)上の非負値測度、f , gをR値
(σ(C), µ)可積分関数とする。このとき次が成り立つ。

D := Dom f = Dom g,

∫
A∩D

f µ ≤
∫

A∩D

g µ ∀A ∈ C ⇒ f ≤ g µ-a.e.

証明. 系 11.14と定理 6.15

12 直積測度
この節では測度の直積とその一意性について議論する。
前提¶ ³

(C1,m1), (C2,m2)を有限加法的測度とする。µ ´
記号¶ ³
集合族 C1, C2に対して集合族を以下で導入する。

C1 × C2 := {A × B ; A ∈ C1, B ∈ C2}

集合族 C1 × C2に属する集合を C1, C2長方形集合(rectangular set)という。µ ´
12.1 補題. 集合族 C1 × C2 は prefieldである。

証明. まず ∅ = ∅ × ∅ ∈ C1 × C2 である。次にA1, B1 ∈ C1, A2, B2 ∈ C2 とする。このとき

(A1 × A2) ∩ (B1 × B2) = (A1 ∩ B1) × (A2 ∩ B2) ∈ C1 × C2.

他方A1 × A2 ⊂ B1 × B2 かつA1 × A2 ̸= ∅ と仮定しよう。このときA1 ⊂ B1, A2 ⊂ B2 お
よび

(B1 × B2) \ (A1 × A2) = (A1 × (B2 \ A2)) ∪ ((B1 \ A1) × B2)

が成り立ち、右辺は非交差な合併である。さてB1 \ A1の有限な C1-分割∆1 とB2 \ A2の有
限な C2-分割∆2 が存在する。

{A1 × J ; J ∈ ∆2} ∪ {I × B2 ; I ∈ ∆1}

が (B1 × B2) \ (A1 × A2) の有限な C1 × C2-分割である。

集合族 Cが与えられたとき
∑

C :=
⋃

J∈C J とおく。

記号¶ ³
proj1 :

∑
C1 ×

∑
C2 →

∑
C1, proj2 :

∑
C1 ×

∑
C2 →

∑
C2 は次で定義される。

proj1 : (x1, x2) 7→ x1, proj2 : (x1, x2) 7→ x2.µ ´
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12.2 補題. A ∈ C1 × C2 ⇒ proj1A ∈ C1, proj2A ∈ C2, A = (proj1A) × (proj2A).

証明. A1 ⊂
∑

C1, A2 ⊂
∑

C2 とする。このとき次が成り立つ。

proj1(A1 × A2) =

{
A1 if A2 ̸= ∅
∅ if A2 = ∅

, proj2(A1 × A2) =

{
A2 if A1 ̸= ∅
∅ if A1 = ∅

.

A1 × ∅ = ∅, ∅ × A2 = ∅ であるから結論を得る。

記号¶ ³
m1 ×m2 : C1 × C2 → R は約束 0∞ = 0のもと次で定義される関数を表す。

A 7→ m1(proj1A)m2(proj2A)µ ´
12.3 補題. m1, m2ともに σ-加法的なら、m1 × m2 は σ-加法的な有限加法的測度である。

証明. (i) まず補題 12.1により集合族 C1 × C2 は prefieldである。
(ii) 定義より (m1 × m2)(A) = m1(proj1A)m2(proj2A) ≥ 0 ∀A ∈ C1 × C2 である。また

(m1 × m2)(∅) = m1(∅)m2(∅) = 0 である。
(iii) ∆をA ∈ C1 × C2, A ̸= ∅の可算な C1 × C2-分割とする。このとき補題 12.2により

1J :A(x, y) = 1proj1J :A1(x)1proj2J :A2(y) J ∈ ∆

ここでA1 := proj1A ∈ C1, A2 := proj2A ∈ C2 であり、さらに次が成り立つ。∑
J∈∆

1proj1J :A1(x)1proj2J :A2(y) = 1 ∀x ∈ A1 ∀y ∈ A2.

σ-加法性により測度 (Mble(m2), m
⋆
2)は (C2,m2)を拡張する。各 x ∈ A1に対しm⋆

2について
A2上で積分する。補題 5.2 を適用して評価すると

m⋆
2(proj2A) =

∑
J∈∆

1proj1J :A1(x)m⋆
2(proj2J) =

∑
J∈∆

m2(proj2J)1proj1J :A1(x) ∀x ∈ A1

を得る。ここでm⋆
2(I) = m2(I) ∀I ∈ C2 を使って書き換えている。他方、測度 (Mble(m1),m

⋆
1)

は (C1,m1)を拡張する。m⋆
1についての積分を再び補題 5.2 を適用して評価すると

m2(proj2A)m⋆
1(proj1A) =

∑
J∈∆

m2(proj2J)m⋆
1(proj1J).

m⋆
1(I) = m1(I) ∀I ∈ C1 およびm1 × m2の定義により左辺は (m1 × m2)(A) に等しく右辺は∑
J∈∆(m1 × m2)(J) に等しい。よって σ-加法性も確かめられた。

12.4 系. m1, m2ともに σ-加法的とする。
(i) 測度 (Mble(m1 × m2), (m1 × m2)

⋆) は有限加法的測度 (C1 × C2,m1 × m2) を拡張する。
(ii) (B, µ)を測度であってm1 × m2を拡張するものとするとき次が成り立つ。

µ(A) = (m1 × m2)
⋆(A) ∀A ∈ B ∩ {A ∈ Mble(m1 × m2) : m1 × m2に関して σ-有限 }

f は R値 B ∩ Mble(m1 × m2) 可測関数とする。このとき
∫
|f | (m1 × m2)

⋆ < +∞であるな
ら

∫
|f | µ < +∞かつ

∫
f (m1 × m2)

⋆ =
∫

f µが成り立つ。
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証明. 定理 9.13, 補題 12.3, 補題 10.5と定理 10.8による。

12.5 定理. (C1,m1), (C2, m2)はともに σ-加法的かつ σ-有限とする。このとき σ(C1 × C2)で
定義された測度 µであって、条件

µ(A) = m1(proj1A)m2(proj2A) ∀A ∈ C1 × C2

を満たすものは (Mble(m1 × m2), (m1 × m2)
⋆) の σ(C1 × C2)上への制限に等しい。

証明. (C1 × C2,m1 × m2) は σ-有限となるので定理 10.11より直ちに導かれる。

一般に測度は σ-加法的な有限加法的測度でもあることをふまえて

12.6 定義. B1, B2を quasi σ-fieldとする。このとき quasi σ-field σ(B1 ×B2) を product quasi

σ-field と呼び記号 B1 ⊗ B2で表す。また B1を定義域とする測度 µ1と B2を定義域とする測
度 µ2について (µ1 × µ2)

⋆の B1 ⊗ B2 への制限を直積測度(product measure)と呼び µ1 ⊗ µ2

で表すことが多い。

12.7 系. (B1, µ1), (B2, µ2)を σ-有限な測度とする。このときB1 ⊗B2で定義された測度 µで
あって、条件

µ(A) = µ1(proj1A)µ2(proj2A) ∀A ∈ B1 × B2

を満たすものがただひとつ存在し、それは直積測度 µ1 ⊗ µ2である。

12.8 補題. (i) 一般に集合族 I, J に対して σ(I × J )と σ(I) ⊗ σ(J ) は一致する。
(ii) m1, m2はともに σ-加法的かつ σ-有限とする。µ1をm⋆

1の σ(C1)への制限、µ2をm⋆
2の

σ(C2)への制限とすると µ1 ⊗ µ2 は (m1 × m2)
⋆を σ(C1 × C2) に制限したものである。

証明. (i) まず I × J ⊂ σ(I) × σ(J ) ⊂ σ(I) ⊗ σ(J ) である。右辺は I × J を含む quasi

σ-fieldであるがそのようなものの最小が σ(I ×J ) なので σ(I ×J ) ⊂ σ(I)⊗ σ(J ) を得る。
次の集合族 Bは quasi σ-fieldでありJ を含む。

B := {B ∈ σU(J ) : A × B ∈ σ(I × J )∀A ∈ I}.

従って σ(J ) ⊂ Bである。すなわち

B ∈ σ(J ) ⇒ A × B ∈ σ(I × J ) ∀A ∈ I.

ゆえに次の集合族は Iを含む。また quasi σ-fieldでもある。

{A ∈ σU(I) : A × B ∈ σ(I × J )∀B ∈ σ(J )}.

従って σ(I)は上の集合族に含まれる。以上より

A ∈ σ(I), B ∈ σ(J ) ⇒ A × B ∈ σ(I × J ).

言い換えると σ(I) × σ(J ) ⊂ σ(I × J )であるから σ(I) ⊗ σ(J ) ⊂ σ(I × J ) を得る。
(ii) (i)により µ1 ⊗ µ2は定理 12.5 の条件を満たす。
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13 直積測度の構造
直積測度の構造をその断面から観察するのがFubiniの定理である。それに向けてのお膳立

てを行うのがこの節の目的である。可測性に関する概念が多変数になることにより込み入っ
たものになる。この節の最重点は補題 13.8である。

前提¶ ³
(B1, µ1), (B2, µ2)を σ-有限な測度で B1 ̸= {∅}, B2 ̸= {∅}であるものとする。µ ´
再確認¶ ³
記号 B1 ⊗ B2は直積 quasi σ-field を表す。このとき直積測度 µ1 ⊗ µ2は次
の条件を満たす B1 ⊗ B2 上の一意的な測度である。系 12.7を参照

(µ1 ⊗ µ2)(A × B) = µ1(A)µ2(B) ∀A ∈ B1∀B ∈ B2.

ここでは 0と∞の積は 0と約束している。µ ´
13.1 補題. D1 ∈ B1, D1 ̸= ∅, D2 ∈ B2, D2 ̸= ∅, A ∈ B1 ⊗ B2, A ⊂ D := D1 × D2とする。
(i) 各 x ∈ D1に対して関数D2 → R, y 7→ 1A:D(x, y) は B2-可測である。
(ii) 各 y ∈ D2に対して関数D1 → R, x 7→ 1A:D(x, y) は B1-可測である。

証明. (i) 次は quasi σ-fieldでしかも B1 × B2を含む。

B := {A ∈ σU(B1 × B2) : y 7→ 1A∩D:D(x, y) B2-可測 ∀x ∈ D1}.

そのようなものの最小が B1 ⊗ B2 なので B1 ⊗ B2 ⊂ B すなわち

A ∈ B1 ⊗ B2 ⇒ y 7→ 1A∩D:D(x, y) B2-可測 ∀x ∈ D1

を得る。(ii)を示すには x, yの役割を入れ替えればよい。

D1 ∈ B1, D1 ̸= ∅, D2 ∈ B2, D2 ̸= ∅, D := D1 × D2とする。今までの経験からすると次の
集合族は B1 × B2を含む quasi σ-fieldであるように思われる。

{A ∈ B1 ⊗ B2 : x 7→
∫

D2

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) は B1-可測 }.

しかしこれがかなり手強いしろものでその証明を与える補題 13.8 は Fubiniの定理において
中心をなすものとなる。見通しよく議論するのには新しい概念を導入する必要がある。

13.2 定義. 集合族Dが次の条件を満たすとき σ-partition systemをなすという。

(i) ∅ ∈ D.

(ii) A ∈ D, B ∈ D, A ⊃ B ⇒ A \ B ∈ D.

(iii) An ∈ D ∀n ∈ N, An ∩ Am = ∅ n ̸= m ⇒
⋃∞

n=1 An ∈ D.

任意の quasi σ-fieldは σ-partition systemである。付帯条件を付けると逆も正しい。
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13.3 補題. Dを σ-partition systemとする.

(i) D が π-systemでもあるならDは quasi σ-fieldである。
(ii) 任意の集合Bと σ-universe Uに対し {A ∈ U : A∩B ∈ D} は σ-partition systemである。

証明. (i) A ∈ D, B ∈ Dとする。まずA ∩ B ∈ D, A \ (A ∩ B) ∈ D, B \ (A ∩ B) ∈ D であ
り、これらは互いに非交差である。よって

A,B ∈ D ⇒ A ∪ B = (A ∩ B) ∪ {A \ (A ∩ B)} ∪ {B \ (A ∩ B)} ∈ D.

従って補題 9.3よりDは quasi σ-fieldである。
(ii) まず ∅ ∩ B = ∅ ∈ Dである。次にA1 ∩ B ∈ D, A2 ∩ B ∈ D, A1 ⊃ A2とすると

(A1 \ A2) ∩ B = (A1 ∩ B) \ (A2 ∩ B) ∈ D

である。最後にAn ∩ B ∈ D ∀n ∈ N, An ∩ Am = ∅ n ̸= m とすると( ∞⋃
n=1

An

)
∩ B =

∞⋃
n=1

(An ∩ B) ∈ D

が導かれる。よって σ-partition systemの条件がすべて確認できた。

13.4 補題. (i) σ-partition systemたちDα に対し
⋂

α Dα も σ-partition systemである。
(ii) 集合の族Aに対して次の条件を満たす集合族がただ一つ存在する。

1◦ Dは σ-partition systemかつA ⊂ Dである。
2◦ 条件 1◦を満たす任意の集合族D′に対してD ⊂ D′である。最小性

13.5 定義. 集合の族Aに対し補題 13.4(ii)で規定される σ-partition systemをAで生成され
る σ-partition systemと呼ぶ。（一つの実現は

⋂
{D; A ⊂ D ⊂ σU(A) σ-partition system}）

13.6 補題. π-system Cで生成される σ-partition system Dは π-systemである。

証明. 集合族 Cは πシステムであることと関係 C ⊂ Dにより

A ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ D ∀B ∈ C.

次の集合族は C ⊂ D1を満たす。

D1 := {A ∈ σU(C) : A ∩ B ∈ D ∀B ∈ C} =
⋂
B∈C

{A ∈ σU(C) : A ∩ B ∈ D}

Dは σ-partition systemなので補題 13.3(ii) と補題 13.4(i)によればD1は σ-partition system

である。したがって関係 C ⊂ D1とDの定義によりD ⊂ D1 すなわちA ∈ D ⇒ A ∩ B ∈ D
∀B ∈ C を得る。これは次と同値である。

A ∈ D, B ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ D.

A, Bの役割を入れ替えてみよう。

A ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ D ∀B ∈ D.
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よって次の集合族は C ⊂ D2を満たす。

D2 := {A ∈ σU(C) : A ∩ B ∈ D ∀B ∈ D}.

D1に対するのと同じ論法を繰り返してA ∈ D ⇒ A ∩ B ∈ D ∀B ∈ D を得る。

13.7 定理. π-system Cで生成される σ-partition systemは quasi σ-field σ(C)に等しい。

証明. 補題 13.6と補題 13.3(i)により Cで生成される σ-partition system Dは quasi σ-fieldで
ある。従って関係C ⊂ Dとσ(C)の定義よりσ(C) ⊂ Dを得る。他方quasi σ-fieldはσ-partition

systemであるから σ(C)は C を含む σ-partition systemとなりD ⊂ σ(C) を得る。

記号¶ ³
proj1 :

∑
B1 ×

∑
B2 →

∑
B1, proj2 :

∑
B1 ×

∑
B2 →

∑
B2 は次で定義される。

proj1 : (x1, x2) 7→ x1, proj2 : (x1, x2) 7→ x2.µ ´
警告¶ ³
A ∈ B1 × B1 なら proj1A ∈ B1, proj2A ∈ B2, A = (proj1A) × (proj2A) であるが、
一般にはA ∈ B1 ⊗ B2 から proj1A ∈ B1 やA = (proj1A) × (proj2A) は従わない。µ ´

13.8 補題. D1 ∈ B1, D1 ̸= ∅, D2 ∈ B2, D2 ̸= ∅とする。A ∈ B1 ⊗ B2, A ⊂ D := D1 × D2な

ら関数D1 → R, x 7→
∫

D2

1A:D(x, y) µ2(dy) は B1-可測である。

証明. (B2, µ2)は σ-有限であるから補題 10.2によりD2の可算 B2-分割∆で

µ2(J) < +∞ ∀J ∈ ∆

を満たすものが存在する。次の集合族を考察する。

D := {A ∈ B1 ⊗ B2 : x 7→
∫

J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) B1-可測 ∀J ∈ ∆}.

A ∈ B1 × B2に対しA1 := proj1A ∩ D1, A2 := proj2A ∩ D2としよう。このとき

1A∩D:D(x, y) = 1A1:D1(x)1A2:D2(y)∀x ∈ D1 ∀y ∈ D2 かつ A2 ∈ B2

であることが補題 12.2により従う。よって∫
J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) = 1A1:D1(x)

∫
J

1A2:D2 µ2 = 1A1:D1(x)µ2(J ∩ A2) ∀x ∈ D1.

従ってA1 ∈ B1 より各 J ∈ ∆に対し x 7→
∫

J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) は B1-可測である。即ち

B1 × B2 ⊂ D.
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次にA ∈ D, B ∈ D, A ⊂ Bとしよう。このとき 1B∩D:D − 1A∩D:D = 1(B\A)∩D:Dである。さて

0 ≤
∫

J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) ≤
∫

J

1B∩D:D(x, y) µ2(dy) ≤ µ2(J) < +∞ ∀J ∈ ∆

であるから定理 4.6を適用して∫
J

1(B\A)∩D:D(x, y) µ2(dy) =

∫
J

1B∩D:D(x, y) µ2(dy) −
∫

J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) ∀J ∈ ∆

を得る。右辺の各項はA ∈ D, B ∈ Dより xに関して B1-可測である。従って

A ∈ D, B ∈ D, A ⊂ B ⇒ B \ A ∈ D.

最後にAn ∈ D ∀n ∈ N, An ∩ Am = ∅ n ̸= m, A :=
⋃∞

n=1 An とすると定理 5.2より∫
J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) =

∫
J

∑
n∈N

1An∩D:D(x, y) µ2(dy) =
∑
n∈N

∫
J

1An∩D:D(x, y) µ2(dy) ∀J ∈ ∆

が導かれる。各関数 x 7→
∫

J

1An∩D:D(x, y) µ2(dy) はAn ∈ Dより B1-可測である。よって関

数 x 7→
∫

J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) (A :=
⋃∞

n=1 An) の B1-可測性を得る。従って

An ∈ D ∀n ∈ N, An ∩ Am n ̸= m ⇒
∞⋃

n=1

An ∈ D.

以上よりDは π-system B1 × B2を含む σ-partition systemである。定理 13.7を適用して

B1 ⊗ B2 = σ(B1 × B2) = B1 × B2で生成される σ-partition system ⊂ D

が得られる。すなわち

A ∈ B1 ⊗ B2 ⇒ x 7→
∫

J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) B1-可測 ∀J ∈ ∆.

A ∈ B1 ⊗ B2とする。∆はD2の可算 B2-分割なので定理 5.3を適用して∫
D2

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) =
∑
J∈∆

∫
J

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) ∀x ∈ D1

を得る。従って x 7→
∫

D2

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) は B1-可測である。

次は Fubiniの定理で骨格を形成するが、これを述べるには補題 13.8が不可欠である。

13.9 定理. D1 ∈ B1, D1 ̸= ∅, D2 ∈ B2, D2 ̸= ∅とする。A ∈ B1 ⊗ B2, A ⊂ D := D1 × D2

なら ∫
D1

( ∫
D2

1A:D(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx) = (µ1 ⊗ µ2)(A).
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証明. 補題 13.8のおかげで関数 µ : B1 ⊗ B2 → R を次で定義することができる。

µ(A) :=

∫
D1

( ∫
D2

1A∩D:D(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx).

その定義から直ちに µ(A) ≥ 0 ∀A ∈ B1 ⊗ B2 かつ µ(∅) = 0 である。∆をA ∈ B1 ⊗ B2 の可
算B1 ⊗ B2-分割とする。このとき

1A∩D:D(x, y) =
∑
J∈∆

1J∩D:D(x, y)

である。まず補題 5.2を適用して∫
D2

1A∩D:D(x, y) µ2(dy) =
∑
J∈∆

∫
D2

1J∩D:D(x, y) µ2(dy)

を得る。もう一度補題 5.2を適用して∫
D1

( ∫
D2

1A∩D:D(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx) =
∑
J∈∆

∫
D1

( ∫
D2

1J∩D:D(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx)

が導かれる。即ち µは σ-加法的である。ゆえに

(B1 ⊗ B2, µ)は測度である。

次にA ∈ B1 × B2に対してA1 := proj1A ∩ D1, A2 := proj2A ∩ D2 としよう。このとき

A1 ∈ B1, A2 ∈ B2, 1A∩D:D(x, y) = 1A1:D1(x)1A2:D2(y)∀x ∈ D1 y ∈ D2

が補題 12.2より従うから次が成り立つ。∫
D1

( ∫
D2

1A∩D:D(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx) = µ1(A1)µ2(A2) = (µ1 ⊗ µ2)(A ∩ D).

(B1, µ1), (B2, µ2)は σ-有限であるから系 12.7により µ = (µ1 ⊗ µ2)(· ∩ D) が導かれる。

この節では定理 13.7を直積測度の構造を調べるのに活用したが、それ以外にも広い応用例
を持つ。一意性証明への適用が典型的であるので、その一つを紹介しておく。例 11.15にお
ける仮定ならびに結論と比較せよ。

13.10 定理. C を π-systemで空でない集合を含むもの、µを σ(C)上の測度、f , g を R値
(σ(C), µ)可積分関数とする。このとき次が成り立つ。

D := Dom f = Dom g,

∫
A∩D

f µ =

∫
A∩D

g µ ∀A ∈ C ⇒ f = g µ-a.e.

証明. 仮定により次の集合族は C ⊂ D を満たす。また ∅ ∈ Dは自明である。

D := {A ∈ σ(C) :

∫
A∩D

f µ =

∫
A∩D

g µ}.
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A ∈ D, B ∈ D, A ⊂ Bとしよう。補題 4.15(iii)を適用して∫
(B\A)∩D

f µ =

∫
B∩D

f µ −
∫

A∩D

f µ =

∫
B∩D

g µ −
∫

A∩D

g µ =

∫
(B\A)∩D

g µ

即ちB \ A ∈ Dを得る。次にAn ∈ D ∀n ∈ N, An ∩ Am n ̸= m とすると定理 5.5より∫
A∩D

f µ =
∞∑

n=1

∫
An∩D

f µ =
∞∑

n=1

∫
An∩D

g µ =

∫
A∩D

g µ,

ここでA :=
⋃∞

n=1 Anとした、即ち
⋃∞

n=1 An ∈ Dが導かれる。以上よりDは π-system Cを
含む σ-partition systemである。定理 13.7より

σ(C) = Cで生成される σ-partition system ⊂ D

関係 σ(C) ⊂ Dは次を意味する。∫
A∩D

f µ =

∫
A∩D

g µ ∀A ∈ σ(C).

系 6.17を適用して f = g µ-a.e. を得る。

14 Fubini-Tonelliの定理と単調収束定理
Fubiniの定理を紹介する。まず単調収束定理が果たす役割を中心に考察を進めていく。
前提¶ ³

(B1, µ1), (B2, µ2)を σ-有限な測度で B1 ̸= {∅}, B2 ̸= {∅}であるものとする。µ ´
再確認¶ ³
記号 B1 ⊗ B2は直積 quasi σ-field を表す。このとき直積測度 µ1 ⊗ µ2

は次の条件を満たす B1 ⊗ B2 上の一意的な測度である。

(µ1 ⊗ µ2)(A × B) = µ1(A)µ2(B) ∀A ∈ B1∀B ∈ B2.

ここでは 0と∞の積は 0と約束している。µ ´
14.1補題. R値B1⊗B2-可測関数fがD1 ∈ B1\{∅}, D2 ∈ B2\{∅}に対してD1×D2 ⊂ Dom f

を満たすなら各 x ∈ D1に対して関数D2 → R, y 7→ f(x, y) は B2-可測である。

証明. a ∈ Rを任意に固定する。B1 ⊗ B2可測性により

A := {(x, y) ∈ D1 × D2 : f(x, y) < a} ∈ B1 ⊗ B2.

ここで x ∈ D1を固定する。補題 13.1(i)により y 7→ 1A:D1×D2(x, y) は B2-可測であるから

{y ∈ D2 : f(x, y) < a} = {y ∈ D2 : 1A:D1×D2(x, y) ≥ 1} ∈ B2.

よって y 7→ f(x, y) は B2-可測である。
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非負値可測関数については Fubini-Tonelliの定理は非常に明解である。

14.2 定理. f は非̇負̇値 B1 ⊗ B2-可測関数でD1 ∈ B1 \ {∅}, D2 ∈ B2 \ {∅}に対しD1 × D2 ⊂
Dom f を満たすとする。このときD1 → R, x 7→

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) は B1-可測であり次が成

り立つ。 ∫
D1

( ∫
D2

f(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx) =

∫
D1×D2

f µ1 ⊗ µ2.

証明. まず、f が非負値 B1 ⊗ B2単関数である場合を検討する。このとき

f |D =
∑

z∈Imagef

z1f−1{z}∩D:D ただし D := D1 × D2

と書け、右辺は有限和である。定理 4.2により∫
D2

f(x, y) µ2(dy) =
∑

z∈Imagef

z

∫
D2

1f−1{z}∩D:D(x, y) µ2(dy).

補題 13.8によれば右辺はB1-可測関数の有限和を定義する。従ってx 7→
∫

D2
f(x, y) µ2(dy)の

B1-可測性を得る。次に補題 13.9を適用して∫
D1

( ∫
D2

f(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx) =
∑

z∈Imagef

z

∫
D1

( ∫
D2

1f−1{z}∩D:D(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx)

=
∑

z∈Imagef

z (µ1 ⊗ µ2)(f
−1{z} ∩ D) =

∫
f |D µ1 ⊗ µ2.

一般の場合には補題 3.9(ii)により非負値 B1 ⊗ B2-単関数の列 gnで

Dom gn = Dom f , gn ≤ gn+1 ∀n ∈ N, supn∈N gn(x, y) = g(x, y) ∀(x, y) ∈ Dom f

を満たすものが存在する。各 n ∈ Nに対して x 7→
∫

D2
gn(x, y) µ2(dy) は B1-可測であり∫

D1

( ∫
D2

gn(x, y) µ2(dy)
)

µ1(dx) =

∫
D

gn µ1 ⊗ µ2.

なので定理 3.10を適用して結論に至る。

定理 14.2の証明に用いた論法、すなわち単関数について証明できればあとは単調収束定理
によって処理できるという手順、は非常に有効なものであり、スタンダードマシン(standard

machine)と呼ぶ研究者もいる。じつは補題 4.11や定理 5.3(ii) の証明においてこの論法が既
に登場していたのである。是非確認しておこう。

14.3 定理. f をR値 B1-可測関数、gをR値 B2-可測関数とする。
(i) 関数Dom f × Dom g → R, (x, y) 7→ f(x)g(y) は B1 ⊗ B2-可測である。

(ii) f , gともに非負値であるなら
∫

f(x)g(y) µ1 ⊗ µ2(dxdy) =

∫
f µ1

∫
g µ2
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証明. (i) まず (x, y) 7→ f(x)が B1 ⊗ B2-可測であることを確かめる。関数 f の B1-可測性に
より {f < a} ∈ B1 ∀a ∈ R である。よって B1 ⊗ B2 の定義により

{(x, y) : f(x) < a} = {f < a} × Dom g ∈ B1 × B2 ⊂ B1 ⊗ B2 ∀a ∈ R.

同様にして (x, y) 7→ g(y) のB1 ⊗B2-可測性もわかる。従って (x, y) 7→ f(x)g(y) がB1 ⊗B2-

可測であることが補題 4.10を適用して導かれる。
(ii) (i)と定理 14.2から明らかと言うわけではない。何が問題かと言えば、f(x) = +∞と

いう可能性があるからである。よって∫
f(x)g(y) µ2(dy) = f(x)

∫
g(y) µ2(dy)

が f(x) = +∞であっても成り立つことを確かめる必要がある。ここで重要なのは積につい
ての約束 0∞ = 0である。この約束に従うと

{y : g(y) > 0} = {y : f(x)g(y) = +∞},
{y : g(y) = 0} = {y : f(x)g(y) = 0}

である。後者はDom gに関して前者の補集合である。補題 4.15(i)を適用して∫
f(x)g(y) µ2(dy) =

∫
{g>0}

f(x)g(y) µ2(dy) +

∫
{g=0}

f(x)g(y) µ2(dy)

= +∞µ2({y : g(y) > 0}) + 0µ2({y : g(y) = 0})

まず µ2({y : g(y) > 0}) = 0と仮定する。このとき補題 4.8を適用して

f(x)

∫
Rd(2)

g(y) µ2(dy) = +∞0 = 0 =

∫
Rd(2)

f(x)g(y) µ2(dy)

次に µ2({y : g(y) > 0}) > 0と仮定する。補題 4.8より
∫

g µ2 > 0であるから

f(x)

∫
g(y) µ2(dy) = +∞ =

∫
f(x)g(y) µ2(dy)

同様にして
∫

g µ2 = +∞ の場合も含めて∫
f(x)

∫
g(y) µ2(dy) µ1(dx) =

∫
g(y) µ2(dy)

∫
f(x) µ1(dx)

が成り立つことを確かめられる。

ここから先は almost everywhereの概念との関わりを中心に考察を進めていく。
次の補題およびその系は定理 14.2 のきわだって重要な応用例である。また非負値とは限

らない関数に Fubiniの定理を適用する場合にその前提として可積分性判定が必要だがその
手順として非常に有用である。

14.4補題. R値B1⊗B2-可測関数fがD1 ∈ B1\{∅}, D2 ∈ B2\{∅}に対してD1×D2 ⊂ Dom f

を満たすなら以下の同値性が成り立つ。
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f D1 × D2上で µ1 ⊗ µ2-可積分⇔
∫

D1

( ∫
D2

|f(x, y)|µ2(dy)
)

µ1(dx) < +∞

証明. 定理 14.2(ii)から直ちに従う。

14.5 補題. R値 (B1 ⊗ B2, µ1 ⊗ µ2)-可積分関数 f がD1 ∈ B1 \ {∅}, D2 ∈ B2 \ {∅}に対し
D1 × D2 ⊂ Dom f を満たすとする。

(i) 関数D1 → R, x 7→
∫

D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy) と x 7→
∫

D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy) はと

もに (B1, µ1)-可積分であって次が成り立つ。∫
D1×D2

f µ1 ⊗ µ2 =

∫
D1

( ∫
D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy)
)

µ1(dx)

−
∫

D1

( ∫
D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy)
)

µ1(dx).

(ii) {x ∈ D1 :

∫
D2

|f(x, y)|µ2(dy) < +∞} ∈ B1 はD1に関して µ1-a.e.集合である。

証明. (i) 非負値な B1 ⊗ B2-可測関数max{f, 0}に定理 14.2を適用して関数

(⋆) D1 → R, x 7→
∫

D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy)

の B1-可測性と次の等式を得る。f は µ1 ⊗ µ2-可積分なので右辺の積分は有限である。∫
D1

( ∫
D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy)
)

µ1(dx) =

∫
D1×D2

max{f, 0} µ1 ⊗ µ2 < +∞.

従って (⋆)は µ1-可積分である。同様に x 7→
∫

D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy) の (B1, µ1)-可積分

性と次の等式が導かれる。∫
D1

( ∫
D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy)
)

µ1(dx) =

∫
D1×D2

max{−f, 0} µ1 ⊗ µ2 < +∞

得られた等式を差し引きして (i) に関する考察を終わる。(ii) 補題 14.4 を適用して x 7→∫
D2

|f(x, y)|µ2(dy)の (B1, µ1)-可積分性を得る。従って補題3.3(iv)により結論が導かれる。

ここで∞−∞を回避するために行った和に関する取り決めを思い出そう。

約束¶ ³
R値関数 f , g に対して条件 Dom g = Dom f , {f = +∞, g = −∞} = ∅,
{f = −∞, g = +∞} = ∅ が成立するときに限って和 f + gを考える。µ ´
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累次積分を行う際に次の事態が起こりうる。∫
D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy) = +∞,

∫
D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy) = +∞.

補題 14.5(ii)がその処理策を与える。それによると上のいずれかであるような x ∈ D1全体は
µ1-零集合をなす。従って µ1-a.e.集合上では∞−∞は回避されるわけである。

記号¶ ³
R値 (B1 ⊗ B2, µ1 ⊗ µ2)-可測関数 f が D1 ∈ B1 \ {∅}, D2 ∈ B2 \ {∅}に対して
D1 × D2 ⊂ Dom f を満たすとして

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) :=


∫

D2

f(x, y) µ2(dy) if

∫
D2

|f(x, y)|µ2(dy) < +∞

+∞ otherwise

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) :=


∫

D2

f(x, y) µ2(dy) if

∫
D2

|f(x, y)|µ2(dy) < +∞

−∞ otherwiseµ ´
14.6 補題. R値 (B1 ⊗ B2, µ1 ⊗ µ2)-可測関数 f がD1 ∈ B1 \ {∅}, D2 ∈ B2 \ {∅}に対して
D1 × D2 ⊂ Dom f を満たすとする。

(i) 関数D1 → R, x 7→
∫

D2

f(x, y) µ2(dy) は B1-可測である。

(ii)

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) = −
∫

D2

− f(x, y) µ2(dy) ∀x ∈ D1.

(iii)
∣∣∣∫

D2

f(x, y) µ2(dy)
∣∣∣ ≤ ∫

D2

|f(x, y)|µ2(dy) ∀x ∈ D1.

証明. a ∈ Rとする。定理 14.2(i)により次の集合はいずれも B1に属する。

{x ∈ D1 :

∫
D2

|f(x, y)|µ2(dy) < +∞}

{x ∈ D1 :

∫
D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy) <

∫
D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy) + a}

それらの共通部がまさにつぎであり B1に属する。

{x ∈ D1 :

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) < a}

(ii)は定義から直ちに従う。(iii)を示すには定理 4.4(ii)を適用すればよい。

ついに Fubiniの定理にたどり着いた。
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14.7 定理. R値 (B1 ⊗ B2, µ1 ⊗ µ2)-可積分関数 f がD1 ∈ B1 \ {∅}, D2 ∈ B2 \ {∅}に対して
D1 × D2 ⊂ Dom f を満たすとする。

(i)

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) =

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) µ1-a.e. x ∈ D1.

(ii) B1-可測関数 g : D1 → R が g(x) =

∫
D2

f(x, y) µ2(dy) µ1-a.e. x ∈ D1 を満たせば、それは

µ1-可積分であり次が成り立つ。∫
D1×D2

f µ1 ⊗ µ2 =

∫
D1

g µ1.

証明. (i) 補題 14.5(ii)により次の集合は B1に属しかつ µ1-a.e.集合である。

A := {x ∈ D1 :

∫
D2

|f(x, y)|µ2(dy) < +∞}.

二つの関数はA上で等しいので (i)が成り立つ。
(ii) 仮定と補題 14.6(iii)により次が成り立つ。

|g(x)| ≤
∫

D2

|f(x, y)|µ2(dy) µ1-a.e. x ∈ D1.

従って定理 6.7(i)と定理 14.2(iii) を適用して∫
D1

|g|µ1 ≤
∫

|f | µ1 ⊗ µ2 < +∞

を得る。すなわち gは µ1-可積分である。次の集合も B1に属しかつ µ1-a.e.集合である。

B := {x ∈ D1 : g(x) =

∫
D2

f(x, y) µ2(dy)}.

系 6.12によれば、A ∩ B も µ1-a.e.集合である。さらに次が成り立つ。

g(x) =

∫
D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy) −
∫

D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy) ∀x ∈ A ∩ B.

各項は µ1-可積分なので定理 4.6により∫
A∩B

g µ1 =

∫
A∩B

( ∫
D2

max{f(x, y), 0}µ2(dy)
)

µ1(dx)

−
∫

A∩B

( ∫
D2

max{−f(x, y), 0}µ2(dy)
)

µ1(dx).

を得る。ここでA ∩ BはD1の µ1-a.e.集合なので系 4.16(ii)によりA ∩ B上での積分はD1

上でのものに等しい。最後に補題 14.5(i) と組み合わせて結論を得る。

14.8 注意. B1 ⊗B2可測関数 f : D1 ×D2 → R が
∫

D2
|f(x, y)|µ2(dy) < +∞ ∀x ∈ D1 を満た

すならD1 → R, x 7→
∫

D2
f(x, y) µ2(dy) は B1可測である。
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次の定理は確率論における独立性の取り扱いに関して決定的な役割を果たす。

14.9 定理. 関数 f : D1 → R は (B1, µ1)-可積分、関数 g : D2 → R は (B2, µ2)-可積分とする。
このとき関数 (x, y) 7→ f(x)g(y) は (B1 ⊗ B2, µ1 ⊗ µ2)-可積分であり∫

f(x)g(y) µ1 ⊗ µ2(dxdy) =

∫
f µ1

∫
g µ2.

証明. 定理 14.3と定理 14.7から従う。
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