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混合効果モデルを用いたセミパラメトリック

な変化係数の推測について

広島大学原爆放射線医科学研究所 佐 藤 健 一

県立広島大学経営情報学部 冨 田 哲 治

要 旨 経時測定データにおいて時間とともに変化する回帰係数は変化係数と呼ば

れる. Satoh and Yanagihara (2010)は変化係数に線形性を仮定することで,関数とし

ての同時信頼区間を提案した. 線形な変化係数として直線がよく使われ解釈が容易

であるが,一方で,測定時点数が多くなると非線形曲線の近似として充分でないこと

がある.本稿では,直線を補う形で 1次スプライン関数を利用しセミパラメトリック

な変化係数を考え, Brumback et al. (1999)の提案した混合効果モデルを用いた推定

方法を適用する.

1. は じ め に

時刻 t における観測値を y(t)とし,これを説明する p個の共変量 a1(t), · · · ,ap(t)の回帰係数を

β1(t), · · · , βp(t)とおくと,観測値に対する回帰モデルは次式でかける.

　　 y(t) =
p∑

j=1

β j(t)a j(t) + ε(t), t = t1, · · · , tn, (1)

ただし, ε(t) ∼ N(0, σ2). ここで, β(t) は時間とともに変化する共変量の効果をあらわし, 変化係

数と呼ばれ Hastie and Tibshirani (1993)によって提案された. 変化係数の推定には従来, 固定さ

れた時間近傍ごとに重み付き重回帰を行うカーネル平滑化が利用されてきた（例えば, Hoover

et al. (1998), Satoh and Ohtaki (2006), Tonda et al. (2011)）. 標本 i = 1, · · · ,nにおける観測
値を yi = y(ti), その共変量を ai j = a j(ti) とすれば, β(t) = (β1(t), · · · , βp(t))′, y = (y1, · · · , yn)′,

ai = (ai1, · · · ,aip)′, A = (a1, · · · , an)′, W(t) = diag(w1(t), · · · , wn(t))を用いて時刻 t0における変化

係数の推定値は β̂(t0) = {A′W(t0)A}−1A′W(t0)yとかける. ここで,時刻 ti の観測値に対する重み関

数 wi(t)は時刻 ti で大きな値を取る釣鐘状の非負関数が使われることが多く,例えば,平均 0,標準

偏差 hの正規密度関数であれば wi(t) = (2πh2)−0.5 exp{−(t − ti)2/2h2}とかける. しかしながら,こ

の方法では変化係数の各点ごとの信頼区間 (pointwise confidence interval)しか構成できず,時間

の曲線としての同時信頼区間 (simultaneous confidence region)の構成は困難であった. これに対

して, Satoh and Yanagihara (2010)は成長曲線モデルの平均構造が線形性を持つ変化係数として解

釈できることに注目し,線形な変化係数の推定方法を示した. また,佐藤・柳原・加茂 (2009)では
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一般化推定方程式 (Liang and Zeger, 1986)を利用して離散型の観測値に対する線形な変化係数の

推定を実現し,冨田・佐藤・柳原 (2010)では空間データに対して線形な基底で記述できる変化係

数曲面を適用している.

ここでは,簡単に線形な変化係数が線形重回帰モデルの枠組で推定できることを示す. 時刻 tに

関する基底として長さ qの共変量 x(t)を考えると,線形な変化係数はパラメータベクトル bを用

いて, β j(t) = x(t)′b j , j = 1, · · · , pとかける. ここで,時間に関して直線を仮定すれば, x(t) = (1, t)′

となる. このとき観測値 yi の平均は E[yi ] =
∑p

j=1 ai j x(ti)′b j とかけるので, n × qpの既知行列

X = (x1, · · · , xn)′, xi = {ai1x(ti)′, · · · ,aipx(ti)′}′,長さ qpの回帰係数ベクトル b = (b′1, · · · , b′p)′を用

いて E[y] = Xbとかけ,回帰係数ベクトル bは例えば,最小自乗推定量, b̂ = (X′X)−1X′yとして求

めることができる. このように線形な変化係数は説明変数と時間に関する共変量の交互作用項を

新たな説明変数とすることで推定できるという利点を持つ. 以下の 2章では線形項に加えて非線

形性をあらわす共変量を導入し, 3章においてその最適化を混合効果モデルを利用して行う. そし

て, 4章では実データに提案手法を適用し, 5章で問題点などを補足する.

2. セミパラメトリックな変化係数

線形な変化係数は測定時点数が多い場合,あるいは観測期間が長い場合に非線形関数を十分に

近似できなくなることがある. これに対して非線形関数を表現できる線形な基底を利用する方

法が考えられる. ここでは, r 個の節点 κ1, · · · , κr を持つ折れ線をあらわす 1次スプライン基底

z(t) = {(t − κ1)+, · · · , (t − κr )+}′ を用いる. ただし, δ+ は δが正であれば δ,そうでなければ 0を取

る関数とする. このような柔らかい曲線を表現する基底は自由度 qを増やせば散布図に対する適

合は向上するが,その一方で適合した曲線の解釈は容易ではなくなる. そこで,本稿では解釈が容

易な直線をあらわす線形基底 x(t)と非線形性をあらわす線形基底 z(t)を同時に用いるセミパラ

メトリックな変化係数を考える. セミパラメトリック回帰モデルの一般的な話題は Ruppert et al.

(2003)に詳しく紹介されている.

　　β j(t) = x(t)′b j + z(t)′u j , j = 1, · · · , p, (2)

ここで, x(t) および z(t) は時刻 t に関する既知共変量, b j および u j は回帰係数ベクトルである.

そこで観測値ベクトル y = (y(t1), · · · , y(tn))′ に対して, n × rp の既知計画行列 Z = (z1, · · · , zn)′,

zi = {ai1z(ti)′, · · · ,aip z(ti)′}′,長さ rpの回帰ベクトル u = (u′1, · · · ,u′p)′,誤差分散行列 R= σ2Inを

用いて次の回帰モデルを考える.

　　 y = Xb+ Zu + ε, ε ∼ N(0,R). (3)

次に,散布図 {t, y(t)}, t = t1, · · · , tnに対する (3)式の非線形部分の過剰適合を抑えるために回帰

係数ベクトル uに対する罰則を加えた残差平方和を考える.

　　 (y − Xb− Zu)′R−1(y − Xb− Zu) + u′Λu, Λ = diag(λ2
1Ir , · · · , λ2

pIr ), (4)

ここで,罰則パラメータ λ2
1, · · · , λ2

pはリッジパラメータと呼ばれ, u′Λu =
∑p

j=1 λ
2
j ||u j ||2を満たすこ

とから, p個の説明変数 a1, · · · ,apそれぞれに対して異なる罰則を考慮している. 罰則パラメータ
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は正の値をとるが,大きな正の値をとれば非線形性が抑制され,逆に 0に近い値をとれば柔らかい

曲線で非線形を表現するようになる. 仮に, (4)式のリッジパラメータが得られたとすれば既知計

画行列C = (X,Z)を用いて回帰係数ベクトル θ = (b′, u′)′ の一般化最小二乗推定量は

　　θ̂ = (C′R−1C + B)−1C′R−1y, B = diag(0Iqp,Λ), (5)

で与えられる.

3. 混合効果モデルによる推定法

リッジパラメータの選択方法としては, 与えられたリッジパラメータの組ごとに (5)式の推定

量を求めて (4)式の残差平方和を評価することを繰り返し, これを最小とするパラメータを探索

することが基本的な考え方である. 残差平方和の代わりに変量選択基準 (例えば,柳原・永井・佐

藤 (2009), Yanagihara and Satoh (2010))を利用する方法などがある. 本稿では, Brumback et al.

(1999)に提案された混合効果モデルを利用した方法を紹介する.今,非線形の既知計画行列 Zに対

応する回帰ベクトル uが次の分布を持つランダム効果ベクトルであるとする.

(ε′,u′)′ ∼ N{0,diag(R,G)}, G = diag(σ2
1Ir , · · · , σ2

pIr ). (6)

したがって, Var(y|u) = Rおよび Var(y) = ZGZ′ +Rが成り立つ. このとき,ランダム効果ベクトル

uと観測値ベクトル yの同時密度関数は次式を満たす.

f (y,u) = f (y|u) f (u)

∝ exp
{
−(y −Cθ)′(σ2In)−1(y −Cθ)/2

}
exp
{
−u′G−1u/2

}
∝ exp

[
−
{
(y −Cθ)′(y −Cθ) + u′(σ2G−1)u

}
/2
] (7)

ここで, σ2G−1 = diag{σ2/σ2
1Ir , · · · , σ2/σ2

pIr }となるので,改めて λ2
j = σ

2/σ2
j , j = 1, . . . , pとおけ

ば, Λ = σ2G−1が成り立つ. したがって, (7)式を最大化することと (4)式の罰則付き残差平方和を

最小化することが同値であることが分かる. こうして, (7)式の最尤推定量 θ̂ = (b̂′, û′)′ は (5)式の

一般化最小二乗推定量と一致し, θの最良線形不偏推定量であること示される.また,分散パラメー

タ {σ2, σ2
1, · · · , σ2

p}は最尤法あるいは制限付最尤法 (例えば, Harville (1977))によって推定可能で

あることから,結果としてリッジパラメータの最適化と回帰係数ベクトルの推定を同時に行うこ

とができる.

推定された回帰係数ベクトル θ̂の分散共分散行列は,

Var(θ̂|u) = (C′R−1C + B)−1C′R−1C(C′R−1C + B)−1 = Ω, (8)

とかける (例えば, Lee et al. (2006)の 5章). 実際に利用するときには,分散パラメータの推定値

{σ̂2, σ̂2
1, · · · , σ̂2

p}から R̂ = R(σ̂2)および B̂ = B(σ̂2
1, · · · , σ̂2

p)を求め, Rおよび Bを置き換えればよ

い. それゆえ,変化係数 β j(t), j ∈ {1, · · · , p}の推定量は c(t) = {x(t)′, z(t)′}′ および θ̂ j = (b̂′j , û
′
j)
′ を

用いて β̂ j(t) = c(t)′θ̂ j として得られ,その漸近分散は v2j (t) = c(t)′Ω j c(t)で与えられる. ただし, Ω j

は θ̂ = (b̂′1, · · · , b̂′p, û′1, · · · , û′p)′ に対応して Ω = (Ωi, j)1≤i, j≤2pと分割したとき,

Ω j =

 Ω j, j Ω j,p+ j

Ωp+ j, j Ωp+ j,p+ j

 . (9)
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とかける. ただし, Var(b̂ j |u) = Ω j, j , Var(û j |u) = Ωp+ j,p+ j および Cov(b̂ j , û j |u) = Ω j,p+ j .

次に,変化係数 β j(t), j ∈ {1, · · · , p}に関する 100(1− α)%信頼区間

I j,1−α(t|uα) =
[
β̂ j(t) − uαv j(t), β̂ j(t) + uαv j(t)

]
(10)

の構築法について考える. ここで, uαは信頼区間 I j,1−α(t|uα)の被覆確率 Pr
(
β j(t) ∈ I j,1−α(t|uα)

)
を

決める閾値である. θ̂の漸近正規性から Satoh and Yanagihara (2010)の結果が適用でき,

sup
t∈R

 β̂ j(t) − β j(t)

v j(t)

2

= sup
t∈R

c(t)′
(
θ̂ j − θ j

)2
c(t)′Ω j c(t)

≤ sup
c∈Rq+r

c′
(
θ̂ j − θ j

)2
c′Ω j c

=
(
θ̂ j − θ j

)′
Ω−1

j

(
θ̂ j − θ j

)
; χ2

q+r

(11)

が成り立つ. したがって,自由度 q+ r の χ2分布の上側 100α%点 cq+r,α を用いて, uα =
√

cq,α と

することで, t ∈ Rにおける被覆確率が Pr
(
β j(t) ∈ I j,1−α(t|

√
cq+r,1−α)

)
≥ 1− αを満たす同時信頼領

域が構築できる.

4. 適 用 例

ここでは 2章で提案したセミパラメトリックな変化係数を 3章で紹介した推定法を用いて 3つ

の実データに適用する. 1つ目の骨塩量の相対変化データは非線形曲線の例であり性差を変化係数

で記述する. 2つ目のテオフィリンの血中濃度データの経口投与量は連続型の共変量であり,その

時間とともに変化する効果に関心がある. そして,最後に CD4陽性リンパ球細胞数データの観測

値は計数値なので一般化線形混合モデルの枠組で推定を行う. また,その結果得られる変化係数は

直線で近似できる例となっている. なお,このデータは (1)式で仮定したように同一個体であって

も観測時点によって共変量である喫煙数が変化する.

共通の設定としては時間に関して直線をあらわす長さ q = 2の共変量 x(ti) = (1, ti)′ を用い

た. また, 非線形曲線の節点として測定時点の {10, · · · ,90}%分位点を使い, 長さ r = 9の共変量

z(ti) = {(ti − κ1)+, · · · , (ti − κr )+}を構成した. ここで,節点で区切られた区間の中にほぼ同数の標本

数が含まれることに注意する.また,分散パラメータの推定については制限付最尤推定量を用いた.

4.1. 骨塩量の相対変化データ

北米に住む若者 261人 (男性 116人,女性 145人)の脊柱における骨塩量の相対変化を観測値と

して用いる. 骨塩量とは一定量の骨の中に含まれるミネラル分の量を示す指標であり,骨粗鬆症の

診断に用いられる. 観測値は連続した 2回の測定時の骨塩量の差をその平均で割った相対変化を

示しており,測定時年齢の平均年齢を測定時点としている. 測定時点数は 1回のみが 107人, 2回

が 84人そして 3回が 70人,したがって,観測値数は合計 485であった.なお,このデータはHastie

et al. (2009)の 5章において平滑化の適用例として挙げられている.

観測値を yi , i = 1, · · · ,485,これを説明する p = 2個の共変量として, ai1はすべて 1, ai2は男性

なら 1,女性なら 0をとるダミー変数,したがって ai = (ai1,ai2)′,観測時点として平均年齢を ti を

用いた.
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図 1. 骨塩量の相対変化の推定曲線
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図 2. 女性に対する男性の効果を示す変化係数

推定の結果,分散パラメータの推定値は (σ̂2, σ̂2
1, σ̂

2
2) = (1.47× 10−3,1.66× 10−3,1.38× 10−3),

よってリッジパラメータとしては λ̂2
1 = 0.88, λ̂2

2 = 1.07と推定された. 図 1に女性および男性に対

する推定曲線 β̂1(t)および β̂1(t) + β̂2(t)を,図 2に時間とともに変化する共変量 a2の効果 β̂2(t)を

示す. ここで, X軸上の縦線は節点の位置を示す. 以下に,統計解析ソフトウェア R (R Core Team,

2012)において実行可能な推定曲線を描くスクリプトを記述する.

library(ElemStatLearn); data(bone) # データ初期設定
n <- nrow(bone); t <- bone$age; y <- bone$spnbmd
a <- 1*(bone$gender=="male"); group <- rep(1,length(y))
X.1 <- cbind(1,t); X.2 <- a*X.1;
X <- cbind(X.1,X.2); colnames(X) <- 1:ncol(X)
knots <- quantile(t,(1:9)/10); q <- length(knots)
Z.1 <- matrix(0,nrow=n,ncol=q)
for(j in 1:q) Z.1[,j] <- (t-knots[j])*(t-knots[j]>0)
Z.2 <- a*Z.1; Z <- cbind(Z.1,Z.2)
library(nlme) # 混合モデルによる推定
d <- groupedData(y˜-1+X|group, data=data.frame(y,X))
pdIdents <- list(pdIdent(˜Z.1-1),pdIdent(˜Z.2-1))
res <- lme(y˜-1+X,data=d,random=list(group=pdBlocked(pdIdents)))
var.hat <- unique(as.numeric(VarCorr(res)[,"Variance"]))
names(var.hat) <- c("var.hat.1","var.hat.2","var.hat")
b.hat <- as.matrix(res$coef$fixed)
u.hat <- as.matrix(unlist(res$coef$random))
y.hat <- X %*% b.hat + Z %*% u.hat
plot(t,y.hat,col=2*(a+1))

4.2. テオフィリンの血中濃度データ

抗喘息薬テオフィリンを経口投与された 12人の血中濃度を観測値として用いる. 観測回数はす

べての個体で 11回と揃っているが,観測時点である投与後の経過時間 [h] は個体ごとに異なって

おり最小値 0.00,最大値 24.65であった. 投与量 [mg/kg]は 320[mg]を体重 [kg] で割った値でほ
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図 3. 個体ごとの血中テオフィリン濃度と推定曲線
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図 4. 経口投与量の効果を示す変化係数

ぼ算出でき平均 4.63,最小値 3.10,最大値 5.86であった. なお,データは統計ソフト Rに Theoph

として格納されている.

観測値を yi , i = 1, · · · ,132,これを説明する p = 2個の共変量として, ai1はすべて 1, ai2は投与

量,したがって ai = (ai1,ai2)′,観測時点として投与後経過時間 ti を用いた.

推定の結果,分散パラメータの推定値は (σ̂2, σ̂2
1, σ̂

2
2) = (1.75,4.27,4.11× 10−2),よってリッジパ

ラメータとしては λ̂2
1 = 0.409,λ̂2

2 = 48.3と推定されていた. 図 3に個体ごとに観測値と推定曲線

を示す. ここで, X軸上の縦線は節点の位置を示し,個体ごとの図の横軸および縦軸の範囲は共通

とした. 図 4に時間とともに変化する共変量 a2の効果 β̂2(t)を示す.

4.3. CD4陽性リンパ球細胞数データ

ヒト免疫不全ウイルス (HIV) に感染した 369人のCD4陽性リンパ球細胞数データを観測値とし

て用いる. HIV感染は後天性免疫不全症候群 (AIDS)の原因であり,感染が進行するとCD4陽性リン

パ球細胞数が減少する. HIV抗体を検出した時点を0とした負の値を含む経過年数を観測時点として

扱う.観測時点数が 1回から 12回までの人数はぞれぞれ {5,24,25,47,43, 52,40,41,38,21,23,10}
であった. 背景要因として 1日あたりの喫煙数 (0箱から 4箱)が記録されていた. なお,このデー

タは Kaslow et al. (1987)に報告された調査の一部のである.

観測値を yi , i = 1, · · · ,2376,これを説明する p = 3個の共変量として, ai1はすべて 1, ai2および

ai3はそれぞれ, 1日あたりの喫煙数が {1,2}箱および {3,4}箱に対応し,該当すれば 1,そうでなけ

れば 0をとるダミー変数,したがって ai = (ai1,ai2,ai3)′,観測時点として HIV 抗体検出からの経

過年数 ti を用いた.

観測値は計数値であるためポアソン分布にしたがうと考えられる.そこで, (η1, · · · , ηn)′ = Xb+Zu

を用いて一般化線形混合モデル, yi |u ∼ Poisson(eηi ) を適用する. 推定には Breslow and Clayton

(1993)による疑似尤度法を用いた. このとき, θ̂の条件付分散はW = diag(eη1, · · · ,eηn)を用いて,
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図 5. CD4陽性リンパ球細胞数と推定曲線
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図 6. 非喫煙群に対する比を示す変化係数

　　 Var(θ̂|u) = (C′WC+ B)−1C′WＣ (C′WC+ B)−1, (12)

で与えられる (例えば, Ruppert et al. (2003)の 10章).

推定の結果,分散パラメータの推定値は (σ̂2, σ̂2
1, σ̂

2
2, σ̂

2
3) = (150,1.87× 10−2,2.12× 10−11,2.19×

10−11), よってリッジパラメータとしては λ̂2
1 = 8.02× 103, λ̂2

2 = 7.07× 1012, λ̂2
3 = 6.83× 1012

と推定された. λ̂2
2 と λ̂

2
3 と非常に高い値で推定されており, 対応する変化係数がほぼ直線,

β̂2(t) = 0.139− 2.36× 10−3t, β̂3(t) = 0.275− 3.21× 10−2t で近似されることが分かる. 図 5に

観測値と喫煙量ごとの推定曲線 eβ̂1(t), eβ̂1(t)+β̂2(t) および eβ̂1(t)+β̂3(t) を示す. 図 6に時間とともに変化

する共変量 a2の効果 eβ̂2(t) および eβ̂3(t) を示す. ここで, X軸上の縦線は節点の位置を示す.

5. お わ り に

線形性を仮定した変化係数は時間と共変量の交互作用項として様々な回帰モデルできるため応

用範囲が広い. 冨田・佐藤・大谷ら (2010, 2012)および Tonda et al.(2012)ではコックスの比例ハ

ザードモデルを用いて広島原爆被爆者の被爆時所在地によって変化する死亡リスクを推定し,従

来爆心地からほぼ同心円上に減少すると考えられていた死亡リスクが方角によっては非対称であ

ることを示した. また,冨田ら (2011)では時系列解析に応用し,加茂・冨田・佐藤 (2011)ではがん

統計データに対してポアソン回帰モデルを用いて年齢-時代空間上のがん死亡リスクの視覚化を試

みている.

本稿で提案したセミパラメトリックな変化係数は新たに非線形構造が記述できるだけでなく,線形

性で十分であるという結果を導くこともできるため探索的な解析に有用である.一方で, Brumback

et al. (1999)の推定法は非線形性を抑制するためのリッジパラメータをランダム効果の分散に置

き換えて最適化するため,利用できるモデルが混合効果モデルおよび一般線形混合モデルなどに

限定されてしまう. また, Var(y) = ZGZ′ + Rに見られるようにすべての観測値に相関構造が仮定
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されてしまうため,通常の経時測定データのように個体ごとの独立性を保っていないいう問題も

ある. 変化係数は同一個体において繰り返し観測されるデータの解釈に有用なので,個体間および

個体内の相関構造を自由に既定できる手法が望まれる.
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Statistical Inference of semiparametric varying coefficients using
mixed effects model
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Abstract

Varying coefficients can be used for visualizations or interpretations of the covariate effects which
might be varying on time axis. Satoh and Yanagihara (2010) proposed linear varying coefficients
and constructed a simultaneous confidence interval as a function of time. Linear curve is useful to
understand the scatter plot, but it might be not enough to approximate a non-linear curve especially
when there are many observed time points. In this paper we consider a semiparametric varying co-
efficients with splines and estimate them on linear mixed effect model which proposed by Brumback
et al. (1999), then we construct a simultaneous confidence interval.
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