
Hiroaki

Mukaidani, student member, Koichi Mizukami, mem-

ber (Hiroshima University) This paper considers new

recursive algorithm to �nd the positive semide�nite sta-

bilizing solution ofH1 type Riccati equation with small

parameter " > 0: AT
" P"+P"A"+(P"B"+CTH)(
2I �

HTH)�1(BT
" P"+HTC)+CTC = 0 where the solution

P depend on the ". In order to obtain the stabiliz-

ing solution of the H1 type Riccati equation, we must

solve the generalized algebraic Riccati equation. Using

the recursive algorithm, we show that the solution of

the generalized algebraic Riccati equation converges to

a positive semide�nite stabilizing solution with the rate

of convergence of O("k).

We also show that for singularly perturbed systems, if

theH1 norm of the transfer matrix function is less than

the H1 norms for the fast system and for the reduced

slow system, then the H1 type Riccati equation has a

positive semide�nite stabilizing solution.

特異摂動システム,有界実補題,H1 タイプリカッチ方程

式, 再帰的アルゴリズム
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論 文

The Recursive Algorithm for H1 Type Riccati Equation with Small Parameter.

1. まえがき

近年, H1制御問題に関連するリカッチ方程式の解の構

造について盛んに研究されている (2)。中でも, 有界実補題
(1);(2);(6) (strict bounded real lemma)に現れる以下の形

式のリカッチ方程式 (1)

ATP + PA+ PBBTP + CTC = 0 � � � � � � � � � (1)

について, 準正定である安定化解の存在する必要十分条件

は, \Aが漸近安定かつ jjB(sI �A)�1Cjj1 < 1"を満たす

ことである。

標準的な特異摂動システムにおけるH1制御問題にお

いて, Z.Panら (3);(4)はゲーム理論の手法を利用して, 2

つの subsystemである fast systemおよび slow system

の伝達関数のH1 ノルムの最大値を考えることによって,

full-order systemの制御則が存在するための十分条件を

導出している。また, 特異摂動システムにおける有界実

補題において, V.Dragon(5) は摂動項 "が十分小さいとき,

full-order systemの伝達関数のH1 ノルムが, jjG"jj1 <


 を満たすことは, 2つの subsystemである fast system

および slow systemの伝達関数のH
1
ノルムの最大値が

maxfjjGF jj1; jjGS jj1g < 
 を満たすことと等価である

ことを証明している。

特異摂動システムの場合, 有界実補題で扱われる以下の

形式のH1 タイプリカッチ方程式

AT
" P" + P"A" + (P"B" + CTH)

�(
2I �HTH)�1

�(BT
" P" +HTC) + CTC = 0 � � � � � � � � (2)

について,解の存在条件は, V.Dragon(5) によって研究され

た。しかし, 実際に方程式 (2)を解くとき, 係数行列である

A"; B"に摂動項 "を含むので, 数値的に解くことは困難で

ある。

著者らは文献 (10), (11)において, 非標準特異摂動シス

テムにおける最適レギュレータ問題や LQG問題に現れる

摂動項 (")を含むリカッチ方程式を解くための再帰的アル

ゴリズムを提案した。しかし, 再帰的アルゴリズム (7);(9)

を利用したH1タイプリカッチ方程式 (2)の数値解法は

研究されていない。この理由は, まずH1 タイプリカッ

チ方程式 (2)の P"の 2次項である係数行列中に存在する


2I�HTH が正定であるために,従来の仮定である可制御

性や可観測性の条件のもとでは, 再帰的アルゴリズムを利

用して得られたH1 タイプリカッチ方程式 (2)の解が準正

定かつ安定化解である保証がない。つぎに, H
1
タイプリ

カッチ方程式 (2)の係数行列中には, パラメータ 
 が含ま

れている。したがって, 準正定かつ安定化解が存在する 


の範囲を直接摂動項を含んだまま 
{イタレーションなど

の方法によって試行錯誤的に決定しなければH1 タイプ

リカッチ方程式 (2)を解くことができない。その結果, 準

正定かつ安定化解が存在する 
の範囲が先に求まらない限

り, 収束する保証がないため再帰的アルゴリズムを使用す

ることはできない。以上の理由が考えられる。

そこで, 本論文では, H1 タイプリカッチ方程式 (2)を

一般化リカッチ方程式 (10);(11) に変換して, この一般化リ

カッチ方程式を解くための再帰的アルゴリズムを提案す

る。また, 同時にH1 タイプリカッチ方程式 (2)が, 準正

定かつ安定化解が存在するための十分条件に, 低次元化さ

れた 2つの伝達関数を利用する。この十分条件は, 2つの

subsystemである fast systemおよび slow systemの伝達

関数のH1 ノルム条件によって与えられるという点では

本質的にV.Dragon(5) の結果と類似している。しかし, 証

明方法において, 再帰的アルゴリズムの手法を取り入れ

るなど重要な変更点もある。提案した再帰的アルゴリズム

は, 導出された 2つの伝達関数のH1 ノルム条件を満足す

れば, 必ず収束解をもつ。得られた収束解は, 従来の最適

レギュレータ問題などで扱われるリカッチ方程式の可制御

性, 可観測性を仮定しなくてもH1 タイプリカッチ方程式

(2)の準正定かつ安定化解になる。

本論文で導出されたH1 タイプリカッチ方程式 (2)の準

正定かつ安定化解が存在する 
 の範囲は, 十分条件に過ぎ

ないが, 2つの低次元化された fast system, slow system

の伝達関数のH1 ノルムを計算するだけで求めることが

できる。
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本論文は以下のように構成されている。第 2章では, 有

界実補題についての既存の結果を照会する。第 3章では,

まず, H1 タイプリカッチ方程式 (2)を一般化リカッチ方

程式に変換する公式を照会する。つぎに変換された一般化

リカッチ方程式の解を求めるための再帰的アルゴリズムを

導出する。また, H1 タイプリカッチ方程式 (2)が準正定

である安定化解をもつための十分条件を導出する。さら

に, 提案されたアルゴリズムが, 十分小さな "に対して,

O("k)の高精度で収束することを証明する。このとき, 低

次元化された 2つのリカッチ方程式の準正定である安定化

解が存在するための十分条件から, 全次元のH1 タイプリ

カッチ方程式 (2)の準正定である安定化解が存在すること

を示す。第 4章では本論文で提案されたアルゴリズムの有

効性を確認するため, 数値例に適用し準正定である安定化

解を求める。第 5章では, 結果に対する考察を行う。

2. 準備

以下の線形時不変システムを考える (5)。

_x = Ax+ Bw � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (3a)

z = Cx +Hw � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (3b)

ここで, w 2 R
m は外乱, z 2 R

l は出力ベクトル,

x 2 R
n は状態ベクトルをあらわす。また, 各係数行列は

適当な次元をもつ。このとき, wから zまでの伝達関数は

(4)によって与えられる。

G(s) = C(sI �A)�1B +H � � � � � � � � � � � � � � � � � (4)

このとき以下の補題が成立する (1);(2);(6);(8)。

[補題 1] 2つの条件 (I)および (II)は等価である。

(I) Aが安定行列かつ,

jjG(s)jj1 = sup
!

��(G(j!)) < 
 � � � � � � � � � � � � � � (5)

ここで, ��は最大特異値をあらわす。

(II) 
2I �HTH > 0かつリカッチ方程式

ATP + PA+ (PB + CTH)(
2I �HTH)�1

� (BTP +HTC) + CTC = 0 (6)

が準正定である安定化解をもつ。

3. 再帰的アルゴリズム

＜ 3・ 1＞ 一般化リカッチ方程式の変換 特異摂動シ

ステムにおいて, システム (3a)�(3b)の係数行列 A;B;C

は以下になる。

A = A" =

"
A11 A12

"�1A21 "�1A22

#

B = B" =

"
B1

"�1B2

#

C =
h
C1 C2

i

まず, H1 タイプリカッチ方程式 (2)を一般化リカッチ方

程式に変換する補題をあげる (10);(11)。

[補題 2] H1 タイプリカッチ方程式 (2)は, 以下の

一般化リカッチ方程式 (7a)�(7b)を解くことに等価であ

る。

ÂTP + PT Â+ (PT B̂ + CTH)

�(
2I �HTH)�1

�(B̂TP +HTC) + CTC = 0 � � � � � � � (7a)

DTP = PTD � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (7b)

ただし,

D =

"
I 0

0 "I

#
; P =

"
P11 "P21

P21 P22

#

Â =

"
A11 A12

A21 A22

#
; B̂ =

"
B1

B2

#

(補題 2の証明) まず, 方程式 (7b)を解く。

X =

"
X11 X12

X21 X22

#
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (8)

とおく。方程式 (7b)に代入して分割計算すれば

DT
1 X = XTD1

,

"
I 0

0 "I

#"
X11 X12

X21 X22

#

=

"
XT
11 XT

21

XT
12 XT

22

#"
I 0

0 "I

#

, X =

"
X11 "XT

21

X21 X22

#

X11 = XT
11; X22 = XT

22 � � � � � � � � � � � � � � � � � (9)

また, 方程式 (7a)に, (9)で定義された行列X を代入して

分割計算することにより,

AT
11X11 +XT

11A11 +AT
21X21 +XT

21A21

+F T
1 (


2I �HTH)F1 + CT
1 C1 = 0 (10a)

"X21A11 +XT
22A21 +AT

12X11 +AT
22X21

+F T
2 (


2I �HTH)F1 + CT
2 C1 = 0 (10b)

AT
22X22 +XT

22A22 + "AT
12X

T
21 + "X21A12

+F T
2 (


2I �HTH)F2 + CT
2 C2 = 0 (10c)

XT
11B1 +XT

21B2 + CT
1 H

= FT
1 (


2I �HTH) � � � � � � � � � � � � � � (10d)
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"X21B1 +XT
22B2 + CT

2 H

= FT
2 (


2I �HTH) � � � � � � � � � � � � � � (10e)

ここで, H1タイプリカッチ方程式 (2)の行列 P"は以下

の (11)によって与えられる (3)。

P" =

"
P11 "P T

21

"P21 "P22

#
(11)

ここで, 方程式 (10a)�(10e)に対して, (11)を直接リカッ

チ方程式 (2)に代入して分割計算した結果を比較する。こ

のとき,

X =

"
X11 "XT

21

X21 X22

#
=

"
P11 "PT

21

P21 P22

#
= P

となる。したがって, H1 タイプリカッチ方程式 (2)を解

くことは一般化リカッチ方程式 (7a)�(7b)を解くことに

等価である。 □

＜ 3・ 2＞ 再帰的アルゴリズムの導出 この節では一

般化リカッチ方程式 (7a)�(7b)における再帰的アルゴリ

ズムを導出する。リカッチ方程式 (7a)を各ブロックごと

に計算する。すなわち,

P =

"
P11 "P T

21

P21 P22

#
(12)

を方程式 (7a)に代入して計算する。

AT
11P11 + PT

11A11 +AT
21P21 + P T

21A21

+F T
1 (


2I �HTH)F1 + CT
1 C1 = 0 (13a)

"P21A11 + P T
22A21 +AT

12P11 + AT
22P21

+F T
2 (


2I �HTH)F1 + CT
2 C1 = 0 (13b)

AT
22P22 + PT

22A22 + "AT
12P

T
21 + "P21A12

+F T
2 (


2I �HTH)F2 + CT
2 C2 = 0 (13c)

PT
11B1 + P T

21B2 + CT
1 H

= FT
1 (


2I �HTH) � � � � � � � � � � � � � � (13d)

"P21B1 + PT
22B2 + CT

2 H

= FT
2 (


2I �HTH) � � � � � � � � � � � � � � (13e)

(13a)�(13e)において " � 0とおくと 0オーダ方程式

(14a)�(14e)が得られる。ここで, 0オーダ方程式の解を
�P11; �P21; �P22 とおく。

AT
11
�P11 + �PT

11A11 +AT
21
�P21 + �PT

21A21

+F T
1 (


2I �HTH)F1 + CT
1 C1 = 0 (14a)

�PT
22A21 +AT

12
�P11 +AT

22
�P21

+FT
2 (


2I �HTH)F1 + CT
2 C1 = 0 (14b)

AT
22
�P22 + �P T

22A22

+FT
2 (


2I �HTH)F2 + CT
2 C2 = 0 (14c)

�PT
11B1 + �P T

21B2 + CT
1 H

= F T
1 (


2I �HTH) � � � � � � � � � � � � � � (14d)

�PT
22B2 + CT

2 H

= F T
2 (


2I �HTH) � � � � � � � � � � � � � � (14e)

また, 以下の行列を定義する。

�A =

"
A111 A112

A121 A122

#

=

"
A11 + B1R

�1HTC1 A12 +B1R
�1HTC2

A21 + B2R
�1HTC1 A22 +B2R

�1HTC2

#

�B =

"
B11

B12

#
=

"
B1R

�1=2

B2R
�1=2

#

�C =
h
C11 C12

i
=
h
[I +HR�1HT ]1=2C1

[I +HR�1HT ]1=2C2

i
R = 
2I �HTH

S11 = B11B
T
11 = B1R

�1B1

S12 = B11B
T
12 = B1R

�1B2

S22 = B12B
T
12 = B2R

�1B2

したがって, 方程式 (14a)�(14e)は下記式 (15a)�(15c)に

なる。

AT
111

�P11 + �PT
11A111 +AT

121
�P21 + �PT

21A121

+ �PT
11S11

�P11 + �PT
21S22

�P21

+ �PT
11S12

�P21 + �PT
21S

T
12
�P11

+CT
11C11 = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (15a)

�PT
22A121 + AT

112
�P11 +AT

122
�P21

+ �PT
22S

T
12
�P11 + �PT

22S22
�P21

+CT
12C11 = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (15b)

AT
122

�P22 + �PT
22A122 + �P T

22S22
�P22

+CT
12C12 = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (15c)

後で述べる [補題 3]のもとで方程式 (15c)が解をもつの

で, A22+B2R
�1HTC2+B2R

�1BT
2
�P22 = A122+S22 �P22

は, 非特異である。したがって (A122 + S22 �P22)
�1 は存
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在する。以上から 0{オーダ方程式 (16a)�(16c)が得られ

る。

[0{order Equation]

�PT
11AP + AT

P
�P11 + �P T

11SP
�P11 + QP = 0 � (16a)

�P21 = NT
2 +NT

1
�P11 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (16b)

AT
122

�P22 + �PT
22A122 + �P T

22S22
�P22

+CT
12C12 = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (16c)

ただし

AP = A111 +N1A121 + S12N
T
2 +N1S22N

T
2

SP = S11 +N1S
T
12 + S12N

T
1 +N1S22N

T
1

QP = CT
11C11 +N2A121 + AT

121N
T
2 +N2S22N

T
2

N2 = �Q̂12D
�1
4 ; N1 = �D2D

�1
4

D2 = A112 + S12 �P22; D4 = A122 + S22 �P22

Q̂12 = CT
11C12 +AT

121
�P22

ここで, 以下の仮定を導入する (5)。

[仮定] A22; ~A = A11�A12A
�1
22 A21 は安定行列である。

以上の条件のもとで, [補題 3]が成立する。

[補題 3] [仮定]の条件が成立するとする。また,


 = maxfjjGS jj1; jjGF jj1g � � � � � � � � � � � � � � (17a)

GS = ~C(sI � ~A)�1 ~B + ~H � � � � � � � � � � � � � � � � (17b)

GF = C2(sI �A22)
�1B2 +H � � � � � � � � � � � � (17c)

と定義する。このとき, 
 < 
を満足するすべての 
 にお

いて, 2つのリカッチ方程式 (16a), (16c)は準正定である

安定化解 �P11; �P22 をそれぞれもつ。ただし,

~A = A11 � A12A
�1
22 A21

~B = B1 �A12A
�1
22 B2

~C = C1 � C2A
�1
22 A21

~H = H � C2A
�1
22 B2

(補題 3の証明) はじめに, 同一である方程式 (15c),

(16c)が簡単な計算によって方程式 (18)になる。

AT
122

�P22 + �PT
22A122 + �PT

22S22
�P22 + CT

12C12 = 0

, AT
22
�P22 + �PT

22A22 + ( �PT
22B2 + CT

2 H)

�(
2I �HTH)�1(BT
2
�P22 +HTC2)

+CT
2 C2 = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (18)

つぎに, 方程式 (15a)が以下の

~AT �P11 + �PT
11

~A+ ( �PT
11
~B + ~CT ~H)

�(
2I � ~HT ~H)�1( ~BT �P11 + ~HT ~C)

+ ~CT ~C = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (19)

お よ び, (16a)に 変 形

できることを簡単に説明する (5);(10)。まず, 方程式 (15b)

は, D2; D4 を用いて

DT
2
�P11 +DT

4
�P21 + Q̂T

12 = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � (20)

と書ける。方程式 (16c)が安定化解をもてばD�14 は存在

するのでD�T4 を (20)の左から掛けて方程式 (16b)が得

られる。この方程式 (16b)を方程式 (15a)に代入すれば,

AP ; SP ; QP を用いて方程式 (16a)が得られる。

続いて, 方程式 (16a)が方程式 (19)になることを示す。

以下のハミルトン行列を定義する。

T1 =

"
A111 S11

�CT
11C11 �AT

111

#

T2 =

"
A112 S12

�CT
11C12 �AT

121

#

T3 =

"
A121 ST12

�CT
12C11 �AT

112

#

T4 =

"
A122 S22

�CT
22C22 �AT

122

#

このとき, T4 に関して

T4 =

"
I 0
�P T
22 I

#"
D4 S22

0 �DT
4

#"
I 0

� �P22 I

#

が成立する。さらに,

T�14 =

"
I 0
�P22 I

#"
D�14 D�14 S22D

�T
4

0 �D�T4

#

�

"
I 0

� �P T
22 I

#

と計算される。したがって, 実際に T1 � T2T
�1
4 T3 に代入

すれば

T0 = T1 � T2T
�1
4 T3 =

"
AP SP

�QP �AT
P

#
� � � (21)

が得られる。ここで,関係式 (21)から, 行列AP ; SP ; QP

はハミルトン行列 T1 � T4 で表されるので, 実際には方

程式 (16c)の解 �P22 を含んでいないことに注意しなければ

ならない。さらに, T�14 は存在するので, A�1122 = A�122 �

A�122 B2(R + HTC2A
�1
22 B2)

�1HTC2A
�1
22 などを利用して

関係式 (21)の T1�T2T
�1
4 T3 を直接計算すれば, 行列 (22)

が得られる。
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T0 = T1 � T2T
�1
4 T3

=

"
~A+ ~BT ~R�1 ~HT ~C

� ~CT (I + ~H ~R�1 ~HT ) ~C

~B ~R�1 ~BT

�( ~A+ ~BT ~R�1 ~HT ~C)T

#
� � � (22)

ただし,

~R = 
2I � ~HT ~H

以上から方程式 (16a)を方程式 (19)に変形することがで

きる。

次に, 方程式 (18)�(19)が準正定である安定化解が存在

する条件は, A22; ~A = A11 � A12A
�1
22 A21 が安定行列か

つ, 条件式 (17a)�(17c)であたえられる 
 について, 
 <


 を満足することである。ここで, 方程式 (16a), (16c)は,

それぞれ方程式 (19), (18)の変形にすぎないので, 条件式

(17a)�(17c)を満足すれば, ブロック分割された公式であ

るリカッチ方程式 (16a), (16c)が準正定である安定化解を

もつことがわかる。 □

つぎに偏差を定義する。

P11 = �P11 + "E11 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (23a)

P21 = �P21 + "E21 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (23b)

P22 = �P22 + "E22 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (23c)

以上を方程式 (13a)�(13e)に代入する。

0オーダ方程式 (16a)�(16c)から, 偏差 Eについて以下

の再帰的アルゴリズム (24a)�(24c)が導出される。これ

は, 文献 (10), (11)と同様な手順で得ることができる。

E
(j+1)T
11 D0 +DT

0 E
(j+1)
11 = V TH

(j)T
1 +H

(j)
1 V

�V TH
(j)
3 V � "H

(j)
2 � � � � � � � � � � � � � � (24a)

E
(j+1)T
11 D2 +E

(j+1)T
21 D4 +DT

3 E
(j+1)
22

+H
(j)
1 = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (24b)

E
(j+1)T
22 D4 +DT

4 E
(j+1)
22 +H

(j)
3 = 0 � � � � � (24c)

ただし

H
(j)
1 = AT

111P
(j)T
21 + P

(j)T
11 S11P

(j)T
21

+P (j)T
21 ST12P

(j)T
21

+"(E
(j)T
11 S12E

(j)
22 + E

(j)T
21 S22E

(j)
22 )

H
(j)
2 = E

(j)T
11 S11E

(j)
11 +E

(j)T
21 S22E

(j)
21

+E
(j)T
11 S12E

(j)
21 +E

(j)T
21 ST12E

(j)
11

H
(j)
3 = AT

112P
(j)T
21 + P

(j)
21 A112

+"P
(j)
21 S11P

(j)T
21 + "E

(j)T
22 S22E

(j)
22

+P
(j)
21 S12P

(j)
22 + P

(j)T
22 ST12P

(j)T
21

P
(j)
11 = �P11 + "E

(j)
11 ; P

(j)
21 = �P21 + "E

(j)
21

P
(j)
22 = �P22 + "E

(j)
22 ; E

(0)
11 = E

(0)
21 = E

(0)
22 = 0

D0 = D1 �D2D
�1
4 D3; V = D�14 D3

D1 = A111 + S11 �P11 + S12 �P21

D3 = A121 + ST
12
�P11 + S22 �P21

ここで, (j)は j番目の値, (j+1)は j + 1番目の値を意味す

る。したがって, j 番目の値が求まれば, 逐次的に j + 1番

目の値が定まり, これを再帰的に求めればよい。

＜ 3・ 3＞ 再帰的アルゴリズムの収束 まず,定理をあ

げる。

[定理] [仮定]における条件のもとで, 
 < 
 を満足する

すべての 
 において, H1タイプリカッチ方程式 (2)は準

正定である安定化解をもつ。

このとき, 準正定である安定化解 P"は, 一般化リカッチ

方程式 (7a)�(7b)の解 P を用いて

P" =

"
P11 "P T

21

"P21 "P22

#

=

"
�P11 + "E11 "( �P21 + "E21)T

"( �P21 + "E21) "( �P22 + "E22)

#
� (25)

によって与えられる。また, アルゴリズム (24a)�(24c)は,

偏差E の正確な値に O("k)の高精度で収束する。すなわ

ち,

jjE �E(k)jj2 = O("k); (k = 1; 2; � � �) � � � (26)

ただし

E =

"
E11 E21

ET
21 E22

#
; E(k) =

"
E
(k)
11 E

(k)
21

E
(k)T
21 E

(k)
22

#

又, マトリクスノルム jj � jj2 は, 任意の行列X について最

大特異値 jjXjj2 � [�max(XTX)]1=2 をあらわす。

(定理の証明) 収束性の証明には, 文献 (10), (11)と同様

に陰関数定理の手法を利用する。すなわち, 収束解の存在

は, " = 0の近傍におけるヤコビ行列が非特異であること

を示せばよい。アルゴリズム (24a)�(24c)に対するヤコ

ビ行列は以下のように計算される。

[ヤコビ行列]

J j"=0 =

2
64 J11 0 0

J21 J22 J23

0 0 J33

3
75 � � � � � � � � � � � � � � (27)

ただし

J11 = I 
D0 +DT
0 
 I

J22 = I 
D4

J33 = I 
D4 +DT
4 
 I

Jk1 =
@Lk

@E11
j"=0; Jk2 =

@Lk

@E21
j"=0
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Jk3 =
@Lk

@E22
j"=0; (k = 1; 2; 3)

L1 = ET
11D0 +DT

0 E11 � V THT
1 �H1V

+V TH3V + "H2

L2 = ET
11D2 +ET

21D4 +DT
3 E22 +H1

L3 = ET
22D4 +DT

4 E22 +H3


はクロネッカ積である。ここで, D4 = A122+S22 �P22 は

リカッチ方程式 (16c)が, [補題 3]から安定化解をもつので

安定である。

同様に, AP +SP �P11 は, リカッチ方程式 (16a)が, [補題

3]から安定化解をもつので安定である。したがって,

AP + SP �P11 = D1 �D2D
�1
4 D3 = D0 (28)

となるので, D0 は安定となる。以上より, ヤコビ行列が非

特異であるから, 陰関数定理を適用して再帰的アルゴリズ

ムの収束性が証明される。

続いて, H1 タイプリカッチ方程式 (2)の解 P"が準正

定かつ安定化解であることを示す。通常, 文献 (9)などで

扱われている最適レギュレータ問題において, 最適ゲイン

を得るために解く必要がある摂動項を含むリカッチ方程式

は, 可制御性, 可観測性が仮定されている。したがって, 得

られた解は準正定かつ安定化解を保証している。しかし,

本論文で扱われているH1 タイプリカッチ方程式 (2)は,

可制御性, 可観測性を仮定していない。そこで, [補題 3]を

利用して再帰的アルゴリズムによって得られた解が準正定

かつ安定化解である証明を新たに行う。

この証明は, " = 0の近傍における解 P"が準正定かつ安

定化解であることを示すことに等価である。 (25)から

P" =

"
P11 "P T

21

"P21 "P22

#

=

"
�P11 0

0 0

#
+O(") � � � � � � � � � � � � � � � � � � (29)

である。 [補題 3]で �P11は準正定であるから "が十分小さ

いとき, P"も準正定になる。続いて,

A" +B"R
�1HTC + B"R

�1BT
" P"

=

"
A111 A112

"�1A121 "�1A122

#

+

"
S11P11 + S12P21

"�1(ST12P11 + S22P21)

"S11P
T
21 + S12P22

"�1("ST12P
T
21 + S22P22)

#

=

"
D1 +O(") D2 +O(")

"�1(D3 +O(")) "�1(D4 +O("))

#
� (30)

である。収束性の証明と同様に [補題 3]からD4 は安定行

列であり, 関係式 (28)と [補題 3]からD0 = D1 �

D2D
�1
4 D3 も安定行列である。また, 文献 (12)から以下の

補題が成立する。

[補題 4] M�1
22 が存在して, M0 = M11 �M12M

�1
22 M21

およびM22 が安定行列であると仮定とする。このとき, シ

ステム

_y1 =M11y1 +M12y2; y1(t0) = y01 � � � � (31a)

" _y2 =M21y1 +M22y2; y2(t0) = y02 � � � � � � � (31b)

が " 2 [0; "�)を満たすすべての "で漸近安定となるよう

な "� > 0が存在する。

したがって, "が十分小さいとき [補題 4]から行列 (30)

は安定となる。以上から,解 P"が準正定かつ安定化解であ

ることが示される。 □

本論文で提案した再帰的アルゴリズムの手法を用いて,

[定理]から以下の [系]を得ることができる。

[系] [仮定]および [補題 3]が成立するとき, 十分小さな "

に対して

jjG"(s)jj1 = sup
!

��(G"(j!))

� maxfjjGS jj1; jjGF jj1g � � � � � � (32)

が成立する。ここで,

G"(s) = C(sI �A")
�1B" +H � � � � � � � � � � � � � (33)

である。

(系の証明) [定理]および [補題 3]から, まず, 
2I �

HTH > 0が成立している。次に, 
 > 
 =

maxfjjGS jj1; jjGF jj1gを満たすすべての 
 において,

H1タイプリカッチ方程式 (2)は準正定である安定化解を

もつので, 有界実補題を利用して

jjG"(s)jj1 < 
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (34)

となる。また, 係数行列A"; B"; C; H を与えればH1 ノ

ルム jjG"(s)jj1 は一意的に定まる。したがって, H1 タイ

プリカッチ方程式 (2)が準正定かつ安定化解をもつ 
 の下

限値 
 を用いて, 
 � jjG"(s)jj1が成立する。 □

[注意] [系]は, 文献 (5)の Corollary 3.2に類似してい

る。しかし,全く同一の問題設定において, V.Dragon(5) に

よって

lim
"!0

sup jjG"(s)jj1 = maxfjjGS jj1; jjGF jj1g (35)

が示されている。すなわち, "が十分小さいとき, H1 タイ

プリカッチ方程式 (2)が準正定かつ安定化解をもつための


 の 範 囲

の決定には,全次元の伝達関数のH
1
ノルム jjG"(s)jj1 を
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計算するかわりに, 低次元化された fast system, slow sys-

temの伝達関数のH1 ノルム jjGS jj1; jjGF jj1 を利用し

た 
 = maxfjjGS jj1; jjGF jj1gを計算すれば十分であ

る。

4. 数値例

以下のシステム (36a)�(36b)に対して, 本論文で提案さ

れた再帰的アルゴリズムを適用し解を求める。"
_x1

" _x2

#
=

"
0 1

�1 �1

#"
x1

x2

#
+

"
0

1

#
w (36a)

z =
h
2 1

i" x1

x2

#
+ w � � � � � � � � � � � � � � � � (36b)

ここで, slow systemおよび fast systemの伝達関数は

[補題 3]から (37a)�(37b)によって与えられる。

GS = (s+ 1)�1 + 2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (37a)

GF = (s + 1)�1 + 1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (37b)

本論文で導出された [定理]の十分条件から, "が十分小

さいとき, H1 タイプリカッチ方程式 (2)は


 > 
 = maxfjjGS jj1; jjGF jj1g = 3 � � � � � � (38)

を満たすすべての 
 において, 準正定である安定化解をも

つことがわかる。ここで, " = 1:0 � 10�8 におけるシス

テム (36a)�(36b)の伝達関数 G" = C(sI � A")�1B" +

H のH1 ノルムの値 
opt はMATLABによって以下のよ

うに計算される。


opt = jjG"jj1 = 3:0 (39)

したがって, " = 1:0� 10�8 であるとき


opt = jjG"jj1 = 
 (40)

である。

続いて, " = 1:0 � 10�8 におけるシュミレーション結果

を示す。ただし, 
 = 4 > 
 = 3とする。まず, " = 0にお

ける 0オーダ解を求める。方程式 (16a)�(16c)から,

�P =

"
�P11 0
�P21 �P22

#

=

"
0:8348486 0

2:7530492 0:5835921

#
� � � � � � � � � � � (41)

となる。

通常, " = 1:0 � 10�8 のオーダでH1タイプリカッ

チ方程式 (2)を分割計算しないで直接解を求めることは困

難である。しかし, 本論文で提案された再帰的アルゴリ

ズムを上述の問題に適用すれば, 一般化リカッチ方程式

(7a)�(7b)の解 Pproは, 3回の繰り返し計算によって得

られる。収束の判定は jjP (j+1) � P (j)jj2 < 10�7; j =

1; 2; � � �となったところで計算を打ち切る。

表 1 " = 1:0� 10�8 の P の値

Tab.1. Value of P when " = 1:0� 10�8

j P11 P21 P22

1 0:83484861 2:75304923 0:58359214

2 0:83484863 2:75304923 0:58359217

3 0:83484863 2:75304923 0:58359217

表 1から, 一般化リカッチ方程式 (7a)�(7b)の解 Pproは

Ppro

=

"
8:3484863� 10�1 2:75304923� 10�8

2:75304923 5:8359217� 10�1

#
(42)

となる。得られた非対称解 Ppro を用いて, 行列 (11)から

H1 タイプリカッチ方程式 (2)の解 P̂"は次式で与えられ

る。

P̂"

=

"
8:3484863� 10�1 2:75304923 � 10�8

2:75304923� 10�8 5:8359217� 10�9

#
(43)

一方, MATLABの代数リカッチ方程式を解くための関数

areを用いた " = 1:0� 10�8 での解 Pare は

Pare =

"
0:8348 0:0000

0:0000 0:0000

#
(44)

である。ここで, 本論文で提案されたアルゴリズムの有効

性を確認するために, P̂"および Pare をH1 タイプリカッ

チ方程式 (2)に代入したときの残差を計算する。

AT
" P̂" + P̂"A" + (P̂"B" + CTH)

�(
2I �HTH)�1

�(BT
" P̂" +HTC) + CTC

=

"
5:55202� 10�9 �3:83165� 10�10

�3:83165� 10�10 �7:54666� 10�9

#
(45)

AT
" Pare + PareA" + (PareB" + CTH)

�(
2I �HTH)�1

�(BT
" Pare +HTC) + CTC

=

"
0:0686� 10�7 0:0003 � 10�7

0:1266� 10�7 0:0007 � 10�7

#
� � � � (46)

したがって, 本論文で提案されたアルゴリズムによって計

算されたH1 タイプリカッチ方程式 (2)の解 P̂"が, 10�8

オーダの範囲で妥当であることがわかる。さらに,

A" +B"R
�1HTC + B"R

�1BT
" P̂"

=

"
0:0 1:0

�6:8313� 107 �8:944272� 107

#
� � (47)

である。行列 P̂"が明らかに準正定かつ行列 (47)の固有値

について Re�fA" +B"R
�1HTC +B"R

�1BT
" P̂"g < 0を

満たす。

8 T.IEEE Japan, Vol. xxx-X, No.xx, '



以上から, 再帰的アルゴリズムによって得られた解 P̂"

は, H1 タイプリカッチ方程式 (2)の準正定かつ安定化解

であることが数値的に示された。本論文で提案された再帰

的アルゴリズムは, 繰り返し計算によって解を求めている

ために, 収束までの回数が 3回となったが, この計算の複

雑さを除けば,数値的に比較して, 十分有効であることがわ

かる。

5. まとめ

本論文では摂動項 "を含むH1タイプリカッチ方程式

AT
" P"+P"A"+(P"B"+CTH)(
2I�HTH)�1(BT

" P"+

HTC) + CTC = 0について, 一般化リカッチ方程式に変

換して,再帰的アルゴリズムを導出した。また, 準正定かつ

安定化解が存在する十分条件を 2つの subsystemである

fast systemおよび slow systemのノルム条件によって与

えた。得られた結果は, V.Dragon(5) に類似しているが,証

明方法にアルゴリズムの手法を導入することによって, 従

来の証明方法を変更することが可能となった。同時に, 提

案された十分条件を満たすとき, 導出した再帰的アルゴリ

ズムが十分小さな "に対して, O("k)の高精度で収束する

ことを示した。さらに,本論文では, 導出されたアルゴリズ

ムの有効性を検証するために簡単な数値例を示した。この

数値例によって, "が十分小さくても, 高精度の収束解が得

られることが示された。ここで, 得られた解は準正定かつ

安定化解である。

今後の研究課題として, 特異摂動システムにおけるH1

制御問題に関係するリカッチ方程式

AT
" P" + P"A" � P"(B"B

T
"

�
1


2
ET
" E")P" + CTC = 0 � � � � � � � � � (48)

を再帰的アルゴリズムを利用して解くことが考えられる。

最後に, 本研究を進めるに当たり多大な御協力をいただ

いた広島大学のXu Hua助教授に感謝いたします。

(平成 8年 7月 19日受付, 平成 9年 2月 6日再受付)
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