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制御ゲイン変動を受ける大規模システムのための
2次コスト保証制御
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The Guaranteed Cost Control for Large–Scale Systems under Control Gain Perturbations
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The guaranteed cost control problem of the decentralized robust control for largr–scale systems with the
norm–bounded time–varying parameter uncertainties and a given quadratic cost function is considered. Suffi-
cient conditions for the existence of guaranteed cost controllers are given in terms of linear matrix inequality
(LMI). It is shown that the decentralized local state feedback controllers can be obtained by solving the
LMI. The problem of guaranteed cost control for large–scale systems under the gain perturbations is also
considered.
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1. は じ め に

近年, 不確定要素あるいは外乱を含む大規模システムの
ロバスト分散制御は広範囲に研究されている (1)～(7). 文献
(1)～(3) では, 多機電力システム (Multimachine Power
System)に対して, リアプノフ関数及びリカッチ方程式を
ベースにした非線形ロバスト分散制御が提案されている.
後に, Wangら (4)は同様の制御問題 (1)に対して,線形ロバ
スト分散制御を提案している. 一方, 新岡ら (7)は, H∞制
御理論に基づく分散型励磁系安定化制御を考察している.
通常, 不確定要素を含む大規模システムを制御する場合,
ロバスト安定性だけでなく適切なレベルのコストパフォー
マンスを保証する制御システムを設計することが同じく
望まれる. この問題の 1つのアプローチは, いわゆる 2次
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コスト保証制御 (8)～(13) である. このアプローチは, シス
テムに不確定要素を含んでいる場合においても与えられ
た評価関数の上限が計算できる利点を持っている. 2 次
コスト保証制御問題を解くには, 現在 2 つの異なった設
計方法が提案されている. 1つはリカッチ方程式の理論に
基づく手法 (8)～(10) であり, もう 1 つは, 線形行列不等式
(Linear Matrix Inequality)の理論 (16)～(18)に基づく手法
である (11)～(13). 最近では, 非線形大規模システムに対し
て, 状態フィードバックによる 2次コスト保証制御が提案
されている (12) (13). しかしながら, 非常に最近, 設計され
た制御則をシステムに実装する場合, アクチュエータ, セ
ンサ等にモデル化誤差, あるいはパラメータ変動が発生す
るため, 制御ゲインの不確かさをあらかじめ見積もって制
御則を構築しなければ, 不確定要素に対して制御則のロバ
スト性が保証されないことが報告されている (14). さらに
は, 閉ループシステムの一部である制御則は, 制御則自身
に含まれる係数の不確実に対して, ロバスト性が必要であ
ると報告されている (15). これらの理由は少なくとも 2つ
ある. 最初に, 制御則の実装はアナログ–デジタルとデジ
タル–アナログの変換に固有な不確かさ, センサ測定誤差,
数値計算上の丸め誤差を伴う. したがって, 制御則の設計
段階でそれらの誤差に対して, 余裕をもって設計すること
が必要である. 第 2に, 最適レギュレータのように実数の
制御指標では, 制御システムのパフォーマンスの要件を全
て獲得することができないから, 従来の制御系設計は制御
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則の再調整を必要とする. これは, どんな有用な設計手順
でも, その係数の再調整のために十分な設計余裕を持って
いる制御則を構築しなければならないことを意味する. こ
れまでのところ, 制御ゲインの不確かさを考慮した大規模
システムに対する 2次コスト保証制御は著者らの報告 (13)

を除いて研究されていない.
本論文では, ノルム有界な不確定要素を含む大規模シス
テムに対して, 状態フィードバックによる 2次コスト保証
分散制御を適用する. まず, LMI の基本的役割を理解する
ために, 従来の結果 (13) を基に不確定要素を含む線形大規

模システムに対する 2次コスト保証制御問題を考察する.
続いて, 制御ゲインに不確かさが存在する大規模システム
に対する 2次コスト保証制御問題を解く. 本論文の目的
は, 設計パラメータに依存する LMI を解くことによって
2次コスト保証分散制御則を構築することである. 従来研
究で扱われた大規模システム (12) (13) と本論文で対象とす
る大規模システムとの決定的な相違は, 制御ゲインの不確
かさを考慮している点である. また, 新岡ら (7) が扱って
いるシステムには, 不確定要素が考慮されていないが, 本
論文では, ノルム有界な不確定要素が含まれている. した
がって, 従来より広範囲な大規模システムに対して不確定
要素にロバストな制御則が構築可能である. さらに, 提案
される設計方法は, 各サブシステムに独立して分散制御則
が構築できる. したがって, 従来の大規模システムの最適
制御における分散制御 (19) (20) と同様に, 各サブシステム
ごとに分散制御則が設計できるという意味で有用である.
ここで, 注意として制御ゲインに不確定要素を含む 2次コ
スト保証制御は文献 (13)で考察されている. しかし, 結果
のみで定理の証明が示されていない. さらに, 結合システ
ムに不確定要素が含まれておらず, 制御ゲインに含まれる
不確定要素も厳しいマッチング条件が課せられている. そ
こで本論文では, 結合システムの不確定要素を考慮し 制
御ゲインに含まれる不確定要素のマッチング条件を緩和
する.
本論文では, 以下の記号を利用する. ST は S の転置,

block− diagはブロック対角行列, Trace S は行列 S の
固有和をそれぞれ表す. 最後に In ∈ Rn×nは n次の単位
行列を表す.

2. 制御ゲインに不確かさが存在しない場合

まず, 制御ゲインに不確かさが存在しない大規模システ
ムに対して, 2次コスト保証制御則が存在するための十分
条件を導出する. 以下の不確定要素を含む大規模システム
を考える. ただし, 新岡ら (7) が扱っているシステムには,
不確定要素が考慮されていないが, 本論文では, ノルム有
界な不確定要素が含まれていることに注意を要する. ま
た, 文献 (13)で考察されているシステムと比較して, 結合
システムが線形かつ不確定要素を考慮している.

ẋi(t) = [Ai + ∆Ai(t)]xi(t) + [Bi + ∆Bi(t)]ui(t)

+
N∑

j=1, j �=i

[Aij + ∆Aij(t)]xj(t) · · (1a)

xi(t) = xi(0), (i = 1, · · · , N) · · · · · · · · · · · · (1b)

ここで, xi ∈ Rni , ui ∈ Rmi は, それぞれ i番目のサブシ
ステムの状態ベクトル, 制御入力である. 行列 Ai, Bi お
よび Aij はそれぞれ適切な次元をもつ既知である定数行
列を表す. さらに, 不確定要素は以下の構造をもつと仮定
する. [

∆Ai(t) ∆Bi(t) ∆Aij(t)
]

= DiFi(t)
[

E1
i E2

i Eij

]
· · · · · · · · · · · · · · (2)

ただし, Fi(t) ∈ Rpi×ri は

F T
i (t)Fi(t) ≤ Iri · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (3)

を満足する各要素がルベーグ可測である未知の時間関数行
列である. 大規模システム (1)に関係して, 評価関数 (4)
を定義する.

J =
N∑

i=1

∫ ∞

0

[xT
i (t)Qixi(t) + uT

i (t)Riui(t)]dt · · (4)

Qi = QT
i > 0, Ri = RT

i > 0

大規模システム (1)および評価関数 (4)に対して, 2次コ
スト保証分散制御の定義を与える.
〔定義 1〕 大規模システム (1)を考える. すべての不確定
要素 (2)および恒等的に 0でない xiに対して,閉ループ
システムが 2次安定かつ J ≤ J を満足するようなある
正定数J が存在すれば,分散制御 ui(t) = Kixi(t), (i =
1, · · · , N)は 2次コスト保証分散制御である.
次の定理は, 2次コスト保証分散制御が存在するための
十分条件を与える.
〔定理 1〕 不確定要素を含む大規模システム (1) を考え
る. もし, すべての不確定要素 (2)に対して, 行列不等
式 (5)を満足するような正定対称行列 Pi ∈ Rni×ni が
存在すれば, 分散制御 ui(t) = Kixi(t), (i = 1, · · · , N)
は 2次コスト保証分散制御である.

Mi =




Θi PiÃi1 · · · PiÃiN

ÃT
i1Pi −In1 · · · 0
...

...
. . .

...
ÃT

iN Pi 0 · · · −InN


 < 0 · (5)

ただし, Mi に PiÃii は含まれていない. また,

Mi ∈ RÑ×Ñ , Ñ :=
N∑

j=1

nj

Θi := ÃT
i Pi + PiÃi + R̄i + (N − 1)Ini

Āi := Ai + BiKi, Ēi := E1
i + E2

i Ki,

Ãi := Āi + DiFi(t)Ēi, R̄i := Qi + KT
i RiKi

Ãij := Aij + DiFi(t)Eij
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大規模システム

(証明) 状態フィードバック ui(t) = Kixi(t) による閉
ループシステムは (6)で与えられる.

ẋi(t) = Ãixi(t) +
N∑

j=1, j �=i

Ãijxj(t) · · · · · · · · · (6)

このとき, 行列不等式 (5)を満足する正定対称行列 Pi > 0
が存在すると仮定する. 閉ループシステム (6)の安定性を
示すために, リアプノフ関数の候補として

V (x(t)) =
N∑

i=1

xT
i (t)Pixi(t) · · · · · · · · · · · · · · · · (7)

を用意する. 閉ループシステム (6)に対して,解軌道に沿っ
た関数 V (x(t))の時間微分は以下で与えられる.

d

dt
V (x(t))

=
N∑

i=1

{
xT

i (t)[ÃT
i Pi + PiÃi]xi(t)

+2xT
i (t)Pi

N∑
j=1, j �=i

Ãijxj(t)

+
N∑

j=1, j �=i

[xT
j (t)xj(t) − xT

i (t)xi(t)]

}

=
N∑

i=1

ξT
i (t)




Θi − R̄i PiÃi1 · · · PiÃiN

ÃT
i1Pi −In1 · · · 0
...

...
. . .

...
ÃT

iN Pi 0 · · · −InN


 ξi(t)

=
N∑

i=1

ξT
i (t)Miξi(t) −

N∑
i=1

xT
i (t)R̄ixi(t)

ただし,

ξi(t) :=
[

xT
i (t) xT

1 (t) · · · xT
N(t)

]T
∈ RÑ

ここで, 仮定より行列不等式 (5)が成立するので, 直ちに
以下の不等式 (8)を得る.

d

dt
V (x(t)) < −

N∑
i=1

xT
i (t)R̄ixi(t) < 0 · · · · · · · (8)

したがって, V (x(t))は閉ループシステム (6)のリアプノ
フ関数であることが示された. 以上より, 閉ループシステ
ム (6)は 2次安定である. 続いて, 不等式 (8)の両辺を 0
から∞まで積分することによって以下の不等式を得る.

N∑
i=1

(
xT

i (∞)Pixi(∞) − xT
i (0)Pixi(0)

)

< −
N∑

i=1

∫ ∞

0

xT
i (t)R̄ixi(t)dt = −J

ここで, 閉ループシステム (6)が 2次安定であることを考

慮すれば x(∞) = 0, すなわち xi(∞) = 0 (i = 1, · · · , N)
である. したがって,

J =
N∑

i=1

∫ ∞

0

xT
i (t)R̄ixi(t)dt <

N∑
i=1

xT
i (0)Pixi(0)

= J · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (9)

以上より, 行列不等式 (5)を満足する正定対称行列 Pi が
存在すれば, ui(t) = Kixi(t)はコスト行列 Pi > 0を伴う
2次コスト保証分散制御である.
以上の準備のもと, 大規模システム (1)に対する LMI

を利用した 2次コスト保証制御則を与える.
〔定理 2〕 すべての自然数 i (i = 1, · · · , N) に対して,

LMI (10) を満足するような正定対称行列 Xi > 0 ∈
Rni×ni , 行列 Yi ∈ Rmi×ni , および正のスカラパラ
メータ µi > 0が存在すると仮定する. ただし
Φi := AiXi + BiYi + (AiXi + BiYi)T + µiNDiD

T
i

このとき, フィードバック制御 (11)は, 大規模システム
(1)に対する 2次コスト保証分散制御則である.

ui(t) = Kixi(t) = YiX
−1
i xi(t) · · · · · · · · · · (11)

さらに, コストの上限は (12)で与えられる.

J <

N∑
i=1

xT
i (0)X−1

i xi(0) · · · · · · · · · · · · · · · · (12)

定理 2 を証明するために, 以下の有用な補題を紹介す
る (8) (11).
〔補題 1〕 FFT ≤ Inを満足する行列 F および任意の行
列 G, Hに対して,

GFH + HTFTGT ≤ εGGT + ε−1HTH
が成立する. ただし ε > 0である.

(証明) 以下のブロック対角行列を定義する.

Ti := block− diag
[

Pi Iri Ini Iri · · ·

Ini Iri Ini Imi Ini · · · Ini

]
LMI (10)の右から Ti, 左から T T

i をかければ LMI (13)
を得る. ただし, Υi := ĀT

i Pi + PiĀi + µiNPiDiD
T
i Pi.

LMI (13)に Schur complement (17) (18)を適用すれば (14)
を得る. ただし, Ξi := ĀT

i Pi + PiĀi + R̄i + (N − 1)Ini .
ここで, 補題 1を (14)に適用すると,

Li

≥




Ξi PiAi1 · · · PiAiN

AT
i1Pi −In1 · · · 0
...

...
. . .

...
AT

iNPi 0 · · · −InN




+




PiDi · · · PiDi

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0


Fi




Ēi 0 · · · 0
0 Ei1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · EiN



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+




Ēi 0 · · · 0
0 Ei1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · EiN




T

F T
i




PiDi · · · PiDi

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0




T

= Mi

したがって Li < 0からMi < 0となり, フィードバック
(11)は大規模システム (1)に対する 2次コスト保証分散
制御則である.
〔注意 1〕 結合要素の項を表現する行列 Aij および Eij

の各成分が非常に小さいとき, LMI (10)が満足される
ことは容易に確認出来る. 逆に, LMI (10)が満足され
るためには, サブシステムごとの干渉が弱いことが必要
である. したがって, 通常の大規模システムにおける分
散制御 (19) (20)と同様に,結合部分が非常に弱い場合には
各サブシステムの性質が全体システムに保存されるの
で, 各サブシステムごとで制御則を構築すれば良い. そ
の結果, 分散制御則の設計は容易になると予測される.
その意味でも, 得られた LMI (10)は, 妥当であると考
えられる.
LMI (10)は凸集合解 (µi, Xi, Yi)から成る. したがっ
て, MATLABの LMI コントロールツールボックス (16)

等を利用して最適化可能である. そこで, LMI (10)に対
するコスト上限の最適化問題を考える.
〔問題 A〕各 iに対して, 拘束条件である LMI (10), (15)[

−αi xT
i (0)

xi(0) −Xi

]
< 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (15)

および µi > 0を満足するような凸集合解

Xi ∈ (µi, Xi, Yi)

を考える. このとき, min
ΣN

i=1Xi

N∑
i=1

αi を最小化する分散制御

ゲイン Ki = YiX
−1
i , (i = 1, · · · , N)を求めよ. すなわ

ち, 以下の最適化問題 (16)を解け.

E0 : min
ΣN

i=1Xi

N∑
i=1

αi, Xi ∈ (µi, Xi, Yi) · · · · · · (16)

s.t. LMI (10), (15), µi > 0.
問題 Aは, 全サブシステムの和の最適化を意味し, 以
下の定理より各 iごとの最適化問題に置き換えることが可
能となる.
〔定理 3〕 もし問題 A に対して, すべての i で最適解

µi, Xi, Yi, および αi が存在するなら, 分散状態フ
ィードバック制御則 (11) はコストの上限 (12) を伴う
2 次コスト保証分散制御である. このとき, 最適化問
題 (16) は, コストの上限 (12) の最小値を与える. さ
らに, 最適化問題 (16) は, 各 i に対する最適化問題

min
ΣN

i=1Xi

N∑
i=1

αi =
N∑

i=1

min
Xi

αi に変換可能である.

(証明) まず, Schur complement (17) (18) を LMI (15)
に適用すると, 以下の関係式を得る.

(15) ⇔ xT
i (0)X−1

i xi(0) < αi · · · · · · · · · · · · · · (17)

したがって, (12)で表されるコストの総和は J <

N∑
i=1

αi

を満足する. この総和を最小化すれば最適化問題 (16)の
解となり, コストの上限 (12)の最小値を与える. さらに,
各サブシステムの最適化は, 他のサブシステムの構造情報
なしで独立に行える. したがって, 最適化の順序が交換可
能であり,

J <

N∑
i=1

xT
i (0)X−1

i xi(0) <

N∑
i=1

αi

< min
ΣN

i=1Xi

N∑
i=1

αi =
N∑

i=1

min
Xi

αi = J∗

となる. 以上より, 最適化問題 (16) は, 各 iに対する αi

の最小化問題を意味する.
〔注意 2〕 定理 3は初期値 xi(0)に依存する. そこで, 初
期値 xi(0)の依存性を排除するために, xi(0)は平均 0,
期待値 E[xi(0)xi(0)T ] = Ini であると仮定する

(8) (12).
この場合, コスト保証の上限は,

E[J ] <

N∑
i=1

E
[
xT

i (0)X−1
i xi(0)

]
=

N∑
i=1

Trace [X−1
i ]

<

N∑
i=1

Trace [Vi] <

N∑
i=1

min
Yi

Trace [Vi] = J†

になる. ただし,[
−Vi Ini

Ini −Xi

]
< 0, Yi ∈ (µi, Xi, Yi, Vi)

さらに, 上式で表現される行列不等式は, 各サブシステ
ム iにおいて, 解 µi, Xi, Yi および Vi は独立であるか
ら, 各サブシステムごとに以下の最適化問題 Ei を解く
だけで良い.

Ei : min
Yi

Trace [Vi], (i = 1, · · · , N)

したがって, 大規模な最適化問題 E0 を解く必要がない
ので非常に有用である.

3. 制御ゲインに不確かさが存在する場合

この章では, 既に著者ら (13)が報告した結果を拡張する.
すなわち, 結合システムの不確定要素を考慮し, 制御ゲイ
ンに含まれる不確定要素のマッチング条件を緩和する. 制
御ゲインに不確かさが存在する大規模システム (18)を考
える.

ẋi(t) = [Ai + ∆Ai(t)]xi(t) + Biui(t)

+
N∑

j=1, j �=i

[Gij + ∆Gij(t)]gij(t, xj)(18a)

ui(t) = [Ki + ∆Ki(t)]xi(t) · · · · · · · · · · · · · · (18b)
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大規模システム




Φi (E1
i Xi + E2

i Yi)
T Ai1 0 · · · AiN 0 Xi Y T

i Xi · · · Xi

E1
i Xi + E2

i Yi −µiIri
0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0

AT
i1 0 −In1 ET

i1 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 Ei1 −µiIri

· · · 0 0 0 0 0 · · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

AT
iN 0 0 0 · · · −InN

ET
iN 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 · · · EiN −µiIri
0 0 0 · · · 0

Xi 0 0 0 · · · 0 0 −Q−1
i

0 0 · · · 0

Yi 0 0 0 · · · 0 0 0 −R−1
i

0 · · · 0
Xi 0 0 0 · · · 0 0 0 0 −Ini

· · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

Xi 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · −Ini




< 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (10)




Υi ĒT
i PiAi1 0 · · · PiAiN 0 Ini

KT
i Ini

· · · Ini
Ēi −µiIri

0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0

AT
i1Pi 0 −In1 ET

i1 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 Ei1 −µiIri

· · · 0 0 0 0 0 · · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

AT
iN Pi 0 0 0 · · · −InN

ET
iN 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 · · · EiN −µiIri
0 0 0 · · · 0

Ini
0 0 0 · · · 0 0 −Q−1

i
0 0 · · · 0

Ki 0 0 0 · · · 0 0 0 −R−1
i

0 · · · 0
Ini

0 0 0 · · · 0 0 0 0 −Ini
· · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

Ini
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0 · · · −Ini




< 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (13)

Li :=



Ξi + µiNPiDiD

T
i Pi + µ−1

i
ĒT

i Ēi PiAi1 · · · PiAiN

AT
i1Pi −In1 + µ−1

i
ET

i1Ei1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

AT
iN Pi 0 · · · −InN

+ µ−1
i

ET
iN EiN


 < 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (14)

xi(t) = xi(0), (i = 1, · · · , N) · · · · · · · · · · · (18c)

ここで, xi ∈ Rni, ui ∈ Rmi は, それぞれ i番目のサブシ
ステムの状態ベクトル, 制御入力である. 行列 Ai および
Bi はそれぞれ適切な次元をもつ既知である定数行列を表
す. Gij は, i 番目のサブシステムと他のシステムのノミ

ナルな結合行列である. gij(t, xj) ∈ Rlj は, 非線形特性
を表す未知なベクトル値関数である. 一方, 制御ゲインに
含まれる不確定要素は以下の構造をもつと仮定する.[

∆Ki(t) ∆Gij(t)
]

=
[

HiF
k
i (t)Ek

i DijFijE
g
ij

]
· · · · · · · · · · · (19)

ただし, F k
i (t) ∈ Rqk

i ×sk
i , Fij(t) ∈ Rqij×sij は

F kT
i (t)F k

i (t) ≤ Isk
i
, F T

ij (t)Fij(t) ≤ Isij · · · · (20)

を満足する各要素がルベーグ可測である未知の時間関数
行列である. また, 不確定要素 ∆Ai(t)は (2)を満足する
と仮定する. ベクトル値関数 gij(t, xj)に関しては, 以下
の (21)を満足すると仮定する.

||gij(t, xj)|| ≤ ||Wijxj|| · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (21)

ただし, Wij は適切な次元をもつ既知である定数行列を
表す.
従来の結果 (13)と比較して, 本論文では∆Gij(t)を考慮
していること, および, F k

i (t) �= Fi(t) であり, マッチン

グ条件が緩和されていることに注意が必要である. また,
制御入力の係数行列Bi に不確定要素を含んでいない理由

は, フィードバックを施した閉ループシステム全体で不確
定要素を表現するためである (14).
大規模システム (18)に関係して, 評価関数 (4)を定義

を与える. ただし, 制御ゲインに不確かさが存在する場合,

J =
N∑

i=1

∫ ∞

0

[xT
i (t)Qixi(t) + uT

i (t)Riui(t)]dt

=
N∑

i=1

∫ ∞

0

(
xT

i (t)Qixi(t)

+xT
i (t)[Ki + ∆Ki(t)]T Ri[Ki + ∆Ki(t)]xi(t)

)
dt

となることに注意されたい. 大規模システム (18)および
評価関数 (4)に対して, 2次コスト保証分散制御が存在す
るための十分条件を与える.
〔定理 4〕 不確定要素を含む大規模システム (18) を考
える. もし, すべての不確定要素 ∆Ai(t), ∆Gij(t),
∆Ki(t)に対して, 行列不等式 (22)を満足するような正
定対称行列 Pi ∈ Rni×ni が存在すれば, 分散制御 (18b)
は 2次コスト保証分散制御である.

Ni =




Ψi PiĜi1 · · · PiĜiN

ĜT
i1Pi −Il1 · · · 0
...

...
. . .

...
ĜT

iNPi 0 · · · −IlN


 < 0 · (22)
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ただし, Ni に PiĜii は含まれていない. また,
Ni ∈ RÑ×Ñ , Âi := Āi + DiFiE

1
i + BiHiF

k
i Ek

i

Ψi := ÂT
i Pi + PiÂi + R̂i +

N∑
j=1, j �=i

WT
jiWji

R̂i := Qi + K̂T
i RiK̂i, K̂i := Ki + HiF

k
i Ek

i

Ĝij := Gij + DijFijE
g
ij

(証明) 状態フィードバック ui(t) = K̂ixi(t) による閉
ループシステムは (23)で与えられる.

ẋi = Âixi +
N∑

j=1, j �=i

Ĝijgij(t, xj) · · · · · · · · · (23)

このとき,行列不等式 (22)を満足する正定対称行列Pi > 0
が存在すると仮定する. 閉ループシステム (23)の安定性
を示すために, リアプノフ関数の候補として (7)を用意す
る. 閉ループシステム (23)に対して, 解軌道に沿った関
数 V (x(t))の時間微分は以下で与えられる.

d

dt
V (x(t))

=
N∑

i=1

{
xT

i [ÂT
i Pi + PiÂi]xi

+
( N∑

j=1, j �=i

Ĝijgij(t, xj)
)T

Pixi

+xT
i Pi

( N∑
j=1, j �=i

Ĝijgij(t, xj)
)}

.

ここで,

N∑
i=1

N∑
j=1, j �=i

(xT
i WT

jiWjixi − gT
ijgij)

=
N∑

i=1

N∑
j=1, j �=i

(xT
j WT

ij Wijxj − gT
ijgij)

に注意すれば以下のように展開できる.

d

dt
V (x(t))

=
N∑

i=1

ηT
i




Ψi − R̂i PiĜi1 · · · PiĜiN

ĜT
i1Pi −Il1 · · · 0
...

...
. . .

...
ĜT

iNPi 0 · · · −IlN


 ηi

−
N∑

i=1

N∑
j=1, j �=i

(xT
j WT

ij Wijxj − gT
ijgij)

=
N∑

i=1

ηT
i Niηi −

N∑
i=1

xT
i R̂ixi

−
N∑

i=1

N∑
j=1, j �=i

(xT
j WT

ij Wijxj − gT
ijgij)

ただし,

ηi(t) :=
[

xT
i gT

i1 · · · gT
iN

]T
∈ RÑ

ここで, 仮定より不等式 (22)が成立するので,不等式 (21)
を考慮すれば, 直ちに以下の不等式 (24)を得る.

d

dt
V (x(t)) < −

N∑
i=1

xT
i (t)R̂ixi(t) < 0 · · · · · · (24)

したがって, V (x(t))は閉ループシステム (23)のリアプノ
フ関数であることが示された. 以上より, 閉ループシステ
ム (23)は 2次安定である. 評価関数 (4)の上限の証明は
定理 1の証明と同様なので省略する.
制御ゲインに不確かさが存在する大規模システム (18)
に対する LMI を利用した 2次コスト保証制御則を与える.
〔定理 5〕 すべての自然数 i, (i = 1, · · · , N) に対して,

LMI (25) を満足するような正定対称行列 Xi > 0 ∈
Rni×ni , 行列 Yi ∈ Rmi×ni , および正のスカラパラ
メータ µi > 0, εi > 0, νi > 0が存在すると仮定する.
ただし,
Γi := AiXi + BiYi + (AiXi + BiYi)T + µiDiD

T
i

+εiBiHiH
T
i BT

i + νi

N∑
j=1, j �=i

DijD
T
ij

Ui :=
N∑

j=1, j �=i

WT
jiWji > 0

このとき, 制御ゲイン Ki = YiX
−1
i , (i = 1, · · · , N)

は, 大規模システム (18)に対する 2次コスト保証分散
制御ゲインである. さらに, コストの上限は (12)で与
えられる.

(証明) 以下のブロック対角行列を定義する.

Si := block − diag[
Pi Ini Imi Ini Iri Iri Il1 Iri · · · IlN Iri

]

LMI (25)の右から Si, 左から ST
i をかければ LMI (26)

を得る. ただし,

Ωi := ĀT
i Pi + PiĀi + µiPiDiD

T
i Pi

+εiPiBiHiH
T
i BT

i Pi + νiPi

( N∑
j=1, j �=i

DijD
T
ij

)
Pi

LMI (26)に Schur complement (17) (18) を適用すれば (27)
を得る. ただし, Πi := Ωi + µ−1

i E1T
i E1

i + ε−1
i EkT

i Ek
i .

ここで, 補題 1を (27)に適用すれば (28)を得る.

(28) ⇔ 0 > Li
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大規模システム




Γi Xi Y T
i + εiBiHiH

T
i Xi XiE1T

i XiE
kT
i Gi1 0 · · · GiN 0

Xi −Q−1
i

0 0 0 0 0 0 · · · 0 0

Yi + εiHiHT
i BT

i 0 −R−1
i

+ εiHiH
T
i 0 0 0 0 0 · · · 0 0

Xi 0 0 −U−1
i 0 0 0 0 · · · 0 0

E1
i Xi 0 0 0 −µiIri

0 0 0 · · · 0 0

Ek
i Xi 0 0 0 0 −εiIri

0 0 · · · 0 0

GT
i1 0 0 0 0 0 −Il1 EgT

i1 · · · 0 0
0 0 0 0 0 0 Eg

i1 −νiIri
· · · 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

GT
iN 0 0 0 0 0 0 0 · · · −IlN

E
gT
iN

0 0 0 0 0 0 0 0 · · · Eg
iN

−νiIri




< 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · (25)




Ωi Ini
KT

i + εiPiBiHiH
T
i Ini

E1T
i EkT

i PiGi1 0 · · · PiGiN 0

Ini
−Q−1

i 0 0 0 0 0 0 · · · 0 0

Ki + εiHiH
T
i BT

i Pi 0 −R−1
i + εiHiHT

i 0 0 0 0 0 · · · 0 0

Ini
0 0 −U−1

i 0 0 0 0 · · · 0 0
E1

i 0 0 0 −µiIri
0 0 0 · · · 0 0

Ek
i 0 0 0 0 −εiIri

0 0 · · · 0 0

GT
i1Pi 0 0 0 0 0 −Il1 EgT

i1 · · · 0 0
0 0 0 0 0 0 Eg

i1 −νiIri
· · · 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

GT
iNPi 0 0 0 0 0 0 0 · · · −IlN

E
gT
iN

0 0 0 0 0 0 0 0 · · · Eg
iN

−νiIri




< 0 · · · · · · · · · · · (26)

Li :=




Πi Ini
KT

i + εiPiBiHiH
T
i Ini

PiGi1 · · · PiGiN

Ini
−Q−1

i
0 0 0 · · · 0

Ki + εiHiH
T
i BT

i Pi 0 −R−1
i + εiHiH

T
i 0 0 · · · 0

Ini
0 0 −U−1

i
0 · · · 0

GT
i1Pi 0 0 0 −Il1 + ν−1

i
EgT

i1 Eg
i1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

GT
iN Pi 0 0 0 0 · · · −IlN

+ ν−1
i EgT

iN Eg
iN




< 0 · · · · · · · · · · (27)

Li ≥




ĀT
i Pi + PiĀi Ini

KT
i Ini

PiGi1 · · · PiGiN

Ini
−Q−1

i 0 0 0 · · · 0

Ki 0 −R−1
i 0 0 · · · 0

Ini
0 0 −U−1

i 0 · · · 0

GT
i1Pi 0 0 0 −Il1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

GT
iNPi 0 0 0 0 · · · −IlN




+




PiDi

0
0
0
0

.

.

.
0


Fi




E1T
i
0
0
0
0

.

.

.
0




T

+




E1T
i
0
0
0
0

.

.

.
0


FT

i




PiDi

0
0
0
0

.

.

.
0




T

+




PiBiHi

0
Hi

0
0

.

.

.
0


F

k
i




EkT
i
0
0
0
0

.

.

.
0




T

+




EkT
i
0
0
0
0

.

.

.
0


F

kT
i




PiBiHi

0
Hi

0
0

.

.

.
0




T

+




O PiDi1 · · · PiDiN

0 0 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · 0






O 0 · · · 0
0 Fi1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · FiN






O 0 · · · 0
0 Eg

i1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · Eg
iN




+




O 0 · · · 0
0 Eg

i1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · Eg
iN




T 


O 0 · · · 0
0 Fi1 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · FiN




T 


O PiDi1 · · · PiDiN

0 0 · · · 0

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 · · · 0




T

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (28)

≥




ÂT
i Pi + PiÂi Ini K̂T

i Ini PiĜi1 · · ·PiĜiN

Ini −Q−1
i 0 0 0 · · · 0

K̂i 0 −R−1
i 0 0 · · · 0

Ini 0 0 −U−1
i 0 · · · 0

ĜT
i1Pi 0 0 0 −Il1 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

ĜT
iNPi 0 0 0 0 · · · −IlN




= Λi

行列不等式 (28) に相当する Li < 0 に Schur comple-
ment (17) (18) を適用すれば (29)を得る.

ÂT
i Pi + PiÂi + Pi

( N∑
j=1, j �=i

ĜijĜ
T
ij

)
Pi

+R̂i +
N∑

j=1, j �=i

WT
jiWji < 0 · · · · · · · · · · · · · · · (29)

一方, Schur complement を (22) に適用すれば (29) を
得る. したがって, 行列不等式 (22) が成立するので,
Ki = YiX

−1
i は大規模システム (18)に対する 2次コスト

保証分散制御の分散ゲインである. コストの上限に関する
証明は, 定理 2と同様なので省略する.
〔注意 3〕 LMI (25)は凸集合解 (µi, εi, νi, Xi, Yi)に対
して, 定理 3と同様にMATLABの LMI コントロール
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ツールボックス (16) 等を利用して最適化可能である.
〔注意 4〕 実際, 制御入力は (18b) の ui(t) = [Ki +

∆Ki(t)]xi(t) ではなく, ui(t) = Kixi(t) であること
に注意が必要である. すなわち, ゲイン変動を考慮して
いるため∆Ki(t)を含めているだけで, 不確定要素も入
力する意味ではない. ∆Ki(t)を含めることによって,ア
クチュエータの不確定な時間変動があっても, ロバスト
な 2次コスト保証制御が可能である. その意味で, 従来
の結果 (12) (13)より現実的なシステムを対象としている.

4. 数 値 例

提案された 2次コスト保証分散制御の有用性を確認す
るためにシミュレーションを行う.

〈4・1〉 制御ゲインに不確かさが存在しない場合 次
数が 4の 3つのサブシステムからなる大規模システムを
考える. ここでシステムの構造は文献 (7)を参考に, 不確
定要素を含んでいる電力システムを想定している. システ
ム (1)に対応する行列を以下に記述する.

A1 =




−0.922 1 −0.266 −0.009
−2.75 −2.78 −1.36 −0.37

0 0 0 1
−4.95 0 −55.5 −0.39




A12 =




0.024 0 −0.087 −0.002
−0.0158 0 0.11 −0.011

0 0 0 0
0.222 0 0.0817 0.004




A13 =




0.072 0 −0.025 −0.003
−0.046 0 0.28 −0.02

0 0 0 0
0.0924 0 0.175 0.02




A2 =




−0.21 1 −1.6 −0.005
−1.9 −1.8 9.3 −0.12

0 0 0 1
−3.1 0 −5.6 0.032




A21 =




0.021 0 0.0121 0.003
−0.011 0 −0.162 −0.015

0 0 0 0
−0.0243 0 0.0137 −0.034




A23 =




0.06 0 0.046 0.002
−1 0 0.00149 −0.04
0 0 0 0

0.012 0 0.0298 −0.028




A3 =




−0.197 1 −1.2 −0.003
−54.4 20 70.1 −2.37

0 0 0 1
−3.4 0 −21 −0.017




A31 =




−0.002 0 0.083 0
−0.0678 0 −0.101 −0.09

0 0 0 0
−0.124 0 0.0498 −0.017




A32 =




0.011 0 0.022 0
−0.021 0 0.017 −0.0123

0 0 0 0
−0.007 0 0.0637 −0.011




B1 =




0
3.61
0
0


 , B2 =




0
7.89
0
0


 , B3 =




0
5.63
0
0




D1 =




0
0.01
0

0.01


 , D2 = D1, D3 = D1

E1
1 =

[
0 0 0.01 0.02

]
, E2

1 =
[

0.015
]

E12 =
[

0 0 0.015 0.005
]

E13 =
[

0 0 0.03 0.0001
]

E1
2 =

[
0 0 0.01 0.001

]
, E2

2 =
[

0.01
]

E23 =
[

0 0 0.02 0.001
]

E21 =
[

0 0 0.01 0.0005
]

E1
3 =

[
0 0 0.001 0.02

]
, E2

3 =
[

0.02
]

E31 =
[

0 0 0.005 0.01
]

E32 =
[

0 0 0.05 0.001
]

Ri = 0.1, Qi = diag
[

1 1 2 2
]
, (i = 1, 2, 3)

定理 3から, 以下のように 2次コスト保証分散制御 (11)
の分散制御ゲイン Ki (i = 1, 2, 3)を得る.

K1

=
[
−4.8173 −4.9833 −3.5753× 10 −6.1535 × 10−1

]
K2

=
[
−1.3976 × 10 −5.5612 −6.0286 5.5556

]
K3

=
[
−7.4229 −1.0271 × 10 −3.5804 × 10 4.3695

]
このとき, 閉ループシステムの 2次コストの上限は J† =
3.9653 × 102である. ただし,

min
Y1

Trace [V1] = 2.5732 × 102

min
Y2

Trace [V2] = 2.3863 × 10

min
Y3

Trace [V3] = 1.1535 × 102
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大規模システム

K11 =

[ −2.3488 −2.6787 −1.8729 × 10 −7.8836 × 10−1

−1.9019 × 10−2 −2.4626 × 10−3 1.1910 −1.7495 × 10−2

−1.0979 × 10−1 −8.6706 × 10−3 3.5433 × 10−1 −1.5428 × 10−2

]

K12 =

[
−3.6575 × 10−2 −1.1267 × 10−3 1.9080 × 10−2 5.3747 × 10−2

−8.9413 −3.2816 −5.1435 3.8390

−7.4113 × 10−2 −1.5123 × 10−3 5.6544 × 10−2 −3.2155 × 10−2

]

K13 =

[ −1.5338 × 10−1 −5.5596 × 10−3 −5.6913 × 10−1 3.0857 × 10−2

−1.3786 × 10−2 −2.1193 × 10−3 2.4132 × 10−1 6.1275 × 10−3

−4.9484 −8.4897 −2.7941 × 10 4.2131

]

である. 2次コスト保証分散制御 (11)による閉ループシ
ステムの時間応答を Fig. 1–3 に示す. ただし. 不確定要
素を表現する関数 Fi(t)を以下のように設定した.

F1(t) = sin(60πt), F2(t) = 1 − exp(−0.01t)

F3(t) =
1
2

sin(120πt)

さらに初期条件を以下のようにランダムに設定した.

x1(0) =




x11(0)
x12(0)
x13(0)
x14(0)


 =




1
1
0

0.5




x2(0) =




x21(0)
x22(0)
x23(0)
x24(0)


 =




1.2
1.5
0

−0.5




x3(0) =




x31(0)
x32(0)
x33(0)
x34(0)


 =




1
0.5
0

0.5




Fig. 1–3 より, 閉ループシステムが漸近安定であることが
確認される. 一方, 比較のために最適レギュレータ (LQR)
による時間応答を Fig. 4–6 に示す. ここで, LQR制御で
得られた制御ゲインは以下のようにブロック分割して上
段に示す.

u(t) =
[

uT
1 (t) uT

2 (t) uT
3 (t)

]T

=
[

K11 K12 K13

]  x1(t)
x2(t)
x3(t)




[
K11 K12 K13

]
= −R−1BT P

PA + AT P − PBR−1BT P + Q = 0

A =


 A1 A12 A13

A21 A2 A23

A31 A32 A3




B = block− diag
[

B1 B2 B3

]
Q = block− diag

[
Q1 Q2 Q3

]
R = block − diag

[
R1 R2 R3

]

ここで, コストの最小の上界値は J† = Trace P =
1.2084 × 102 である. Fig. 1–3 と Fig. 4–5 を比較す
れば, 時間応答の概形はほぼ同じである. しかしながら,
2 次コスト保証分散制御の場合, コストの増加にともな
い若干収束が速くなっていることが確認される. 分散制
御 (19) (20)によるシミュレーションも行ったが, 最適レギュ
レータ (LQR) による時間応答とほぼ同じであったため,
時間応答は省略している. ここで, 分散制御の制御ゲイン
は以下で与えられる.

u(t) =
[

ūT
1 (t) ūT

2 (t) ūT
3 (t)

]T

=


 K̄1 0 0

0 K̄2 0
0 0 K̄3




 x1(t)

x2(t)
x3(t)




K̄i = −R−1
i BT

i Pii, (i = 1, 2, 3)

PiiAi + AT
i Pii − PiiBiR

−1
i BT

i Pii + Qi = 0

K̄1

=
[
−2.3455 −2.6785 −1.8747× 10 −7.8908 × 10−1

]
K̄2 =

[
−8.9350 −3.2814 −5.1449 3.8377

]
K̄3 =

[
−4.9441 −8.4896 −2.7946 × 10 4.2138

]
2次コスト保証分散制御は, LQR制御よりコストの増加を
伴うが, システムに不確定要素が含まれていても漸近安定
性を保証できる. また, シミュレーションでは行わなかっ
たが, LQR制御と同様に評価関数の重みを変化させるこ
とで, 所望の過渡応答性を実現できる. 以上の点から, 2次
コスト保証分散制御は非常に有用な制御と考えることが
できる.
〈4・2〉 制御ゲインに不確かさが存在する場合 次数
が 2の 3つのサブシステムからなる不確定大規模システム
を考える. ここで, 制御ゲインに不確かさが存在すると仮
定する. システム (18)に対応する行列を以下に記述する.

A1 =

[
0 1
−1 −1

]
, G12 =

[
0

0.2

]
, G13 =

[
0

0.1

]

B1 =

[
0
1

]
, D1 =

[
0
1

]

A2 =

[
0 1
−2 −3

]
, G23 =

[
0

0.4

]
, G21 =

[
0

0.1

]
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Fig. 1. Response of the closed–loop system 1 with

the proposed control method.

x21

x22

x23

x24

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-3

-2

-1

0

1

2

3

Time [s]

Fig. 2. Response of the closed–loop system 2 with

the proposed control method.
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Fig. 3. Response of the closed–loop system 3 with

the proposed control method.

B2 =

[
0
2

]
, D2 =

[
0

1.5

]

A3 =

[
0 1
1 0

]
, G31 =

[
0

0.3

]
, G32 =

[
0

0.2

]

B3 =

[
1

0.5

]
, D3 =

[
0

0.5

]

E1
1 = E1

2 = E1
3 =

[
0 0.1

]
H1 = H2 = H3 =

[
0.01

]

x11

x12

x13

x14
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Fig. 4. Response of the closed–loop system 1 with

the LQR.
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Fig. 5. Response of the closed–loop system 2 with

the LQR.
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Fig. 6. Response of the closed–loop system 3 with

the LQR.

Dij =

[
0

0.1

]
, Eg

ij =
[

0.01
]

Ek
1 = Ek

2 = Ek
3 =

[
0 0.1

]

R1 = R2 = R3 = 1, Q1 = Q2 = Q3 =

[
0.001 0

0 0.01

]

g12(t, x2) = sin([1 0]x2), g13(t, x3) = sin([1 0]x3)

g23(t, x3) = sin([1 0]x3), g21(t, x1) = sin([1 0]x1)

g31(t, x1) = sin([1 0]x1), g32(t, x2) = sin([1 0]x2)

10 T.IEE Japan, Vol. xxx-C, No.xx, xxxx



大規模システム

ここで, |gij(t, xj)| ≤ ||xj||が成立するのでW12 = W13 =
W23 = W21 = W31 = W32 = I2 と計算される.
定理 5 から, 以下のように分散制御ゲイン Ki (i =

1, 2, 3)を得る.

K1 =
[
−4.0697 × 10−2 −9.0891 × 10−2

]
K2 =

[
−4.1200 × 10−2 −4.5351 × 10−2

]
K3 =

[
−1.4869 −1.5208

]
このとき, 閉ループシステムの 2次コストの上限は J† =
2.426062 である. ただし,

min
Y1

Trace [V1] = 2.21600 × 10−1

min
Y2

Trace [V2] = 1.28286 × 10−1

min
Y3

Trace [V3] = 2.076176

である. 以上より, コストの上限を最小にする分散制御則
が LMI (24)を解くことによって求められた.
定理 5で得られた 2次コスト保証分散制御ゲインによ
る閉ループシステムの時間応答を Fig. 7–9 に示す. ただ
し. 不確定要素を表現する関数 (19)を以下のように設定
した.

F1(t) = sin(60πt), F k
1 (t) = 1 − exp(−0.01t)

F12(t) = F13(t) = cos2(60πt)

F2(t) = sin(120πt), F k
2 (t) = 1 − exp(−0.02t)

F23(t) = F21(t) = cos2(60πt)

F3(t) = sin(180πt), F k
3 (t) = 1 − exp(−0.03t)

F31(t) = F32(t) = cos2(60πt)

さらに初期条件を以下のようにランダムに設定した.

x1(0) =

[
x11(0)
x12(0)

]
=

[
1.5
1

]

x2(0) =

[
x21(0)
x22(0)

]
=

[
−1
0.5

]

x3(0) =

[
x31(0)
x32(0)

]
=

[
1.2
−1

]

Fig. 7–9 より, 閉ループシステムが漸近安定であること
が確認される.

5. ま と め

本論文では, 不確定大規模システムに対する 2次コスト
保証分散制御問題を考えた. 本論文の主な結果は, 各サブ
システムごとに設計パラメータに依存する LMI を解くこ
とによって, 2次コスト保証分散制御則が構築できること
を示した点である. 提案された設計方法は, 各サブシステ
ムの構造情報だけを利用して分散制御則を計算できる. し
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1.5

2

Time [s]

x11
x12

Fig. 7. Response of the closed–loop system 1 with

the proposed control method.
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Fig. 8. Response of the closed–loop system 2 with

the proposed control method.
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Fig. 9. Response of the closed–loop system 3 with

the proposed control method.

たがって, 従来の大規模システムにおける分散制御 (19) (20)

と同様に有用である. また, 本論文で得られた結果は, 制
御ゲインに不確定要素が含まれていても 2次コスト保証
分散制御則を構築できる. 以上より, 従来の結果 (12) (13)

と比較して, より広いクラスの大規模システムに対して 2
次コスト保証分散制御が可能である. その他の特徴とし
て, 分散制御則を得るために解く必要のある最適化問題も,
MATLABの LMI コントロールツールボックス (16)等を
利用して容易に解くことができる.
今後の課題として, 出力フィードバックを利用した 2次

コスト保証分散制御が考えられる. 出力フィードバック
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による 2 次コスト保証分散制御は, 実システムに実装で
きる可能性を広げる意味でより現実的である. 現在, 出力
フィードバックによる 2次コスト保証制御は, 3つの行列
連立代数方程式を解くことによって制御則が得られるこ
とが報告されている (9). しかしながら, 現在, 著者の知る
限り LMI を利用した制御則の設計方法は報告されていな
い. したがって, 今後は, LMI による出力フィードバック
問題を研究していく予定である.
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