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マルチモデルシステムのための準最適制御 †
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In this paper, a new design method which is based on the reduced–order algebraic Riccati equations is proposed

to construct a near–optimal controller of multimodeling systems. First the existence of a unique and bounded

solution of an algebraic Riccati equation is investigated. Furthermore, its asymptotic structure is also established.

Second a new near–optimal controller is obtained which does not depend on the values of the small parameters.

Then, it is proven that the near–optimal control can achieve a performance which is O(||µ||) close to the optimal

performance. Finally, in order to evaluate the cost functional, we also propose a new algorithm which is based

on the fixed point algorithm for solving the multimodeling generalized algebraic Lyapunov equation.
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1. はじめに

マルチモデルシステムに対する様々な研究が報告されて

いる 1)～8). マルチモデルシステムに類似するシステムとし

て, 特異摂動システム 12)～14), 16), 17) が存在する. 通常, 境界

層システムが εẋ = f(x, t) の形をとるシステムを特異摂動

システムという. 一方, εjẋj = fj(x, t), (j = 1, 2, · · · , N)

の形をとるシステムをマルチモデルシステムという. マルチ

モデルシステムと特異摂動システムの違いとして, 特異摂動

システムより, マルチモデルシステムのほうが, より広範な

システムを記述できることがあげられる. 例えば, 微少質量

mと微少時定数 T が, 共に既知である場合, 微少な正のパラ

メータ εを利用し, m = εβ1, T = εβ2 とすることによって,

特異摂動システムとして表現可能である. しかしながら, こ

の方法は, 微少パラメータm, T が共に既知である仮定を必

要とする. したがって, 微少パラメータm, T が, 共に未知で

ある場合, 特異摂動システムでの表現は不可能である. 一方,

マルチモデルシステムの場合, そのような場合であっても,

複数の微少な未知パラメータをそのまま利用して, 状態空間

表現できる特徴を有する. マルチモデルシステムは, マルチ

エリア電力システム 1), 乗用車のアクティブサスペンション

制御 7), 8) 等に現れることが知られている.
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マルチモデルシステムに対する主な設計手法として, 2時

間分割法 (two–time scale decomposition technique) が良

く利用されている 1), 2), 4). 文献 1) では, パレート準最適

戦略が導出されている. 文献 2) では, 最適制御およびナッ

シュ均衡について言及されている. 文献 3)では, D–安定性

に基づくマルチモデルシステムの漸近安定性が議論されて

いる. Gajic 5) は, マルチモデルシステムに関するリカッチ

方程式の解の性質を明らかにしている. これらの研究では,

境界層システムの状態行列の非特異性を要求している. 近

年, 2時間分割法と異なる厳密分解法 (exact decomposition

technique)によって, 最適制御およびカルマンフィルタ設計

問題が研究された 6), 7). これらの研究では, 境界層システム

の状態行列の非特異性を要求しない. しかし, 制御則を得る

ために, 必要な行列の次元は, マルチモデルシステムと同一

次元が必要となる. さらに, 摂動項の値は既知である必要が

あるので, 実システムの適用には制限がある.

本論文では, マルチモデルシステムに対する文献 1)，5)の

結果を拡張する. まず, 境界層システムの状態行列の非特異

性を仮定しないという意味で, 文献 5) で研究されているリ

カッチ方程式より, 広いクラスのリカッチ方程式の解の構造

を明らかにする. このとき, 低次元化された退化システムの

リカッチ方程式に対して, 可安定性, 可検出性の性質を新た

に調べる. 次に, 得られたリカッチ方程式の解の構造式を利

用することによって, 新たな準最適制御則 (戦略)の構築を提

案する. さらに, 提案された準最適制御則による評価関数の

劣化の程度を明らかにする. その結果, 摂動項が十分小さい

場合, 準最適性を保証することが示される. 本論文で提案さ

れる準最適制御則に対して, 以下の有用な特徴が存在する.
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i)文献 1) では, 境界層システムの状態行列の非特異性を利

用して, システムを退化システムに低次元化した後, 準最適

制御則を設計しているのに対して, 本論文では, 低次元化さ

れたリカッチ方程式の安定化解の性質（注 1）を利用して, シス

テムを低次元化した後, 準最適制御則を設計している. した

がって, 設計時に, 境界層システムの状態行列の非特異性を

要求しない. ii)新たに得られたリカッチ方程式の解の構造

式より構築された最適制御則に対して, 制御則に現れる摂動

項を全て恒等に 0にすることによって, 準最適制御則を構築

する. したがって, 摂動項の値は既知である必要がない. そ

の結果, 導出された戦略は, 様々な実システムに対して, 広範

囲に適用可能である.

提案されたパレート準最適戦略の有用性を示すために, コ

スト汎関数の値を求める必要がある. コスト汎関数の値は,

リアプノフ方程式の解によって計算される. 摂動項が十分小

さい場合, リアプノフ方程式を正確に解くことは, 非常に困

難であることが良く知られている 12). 従来, 特異摂動システ

ムについては, 再帰的アルゴリズムが開発された 12), 14). し

かしながら, 現在まで, 複数の摂動項を伴うマルチモデルシ

ステムに対する数値解法は, 開発されていない. そこで, 不

動点アルゴリズム (fixed point algorithm)（注 2）に基づく数

値計算アルゴリズムを新たに提案する. 提案されたアルゴリ

ズムは, 再帰的アルゴリズムと異なり, 収束解が 0–オーダ解

に依存しないので, 正確に解くことが可能である. さらに,

複数の摂動項を扱うことができるので, 従来法である再帰的

アルゴリズムと比較して, 幅広いクラスのリアプノフ方程式

を正確に解くことが可能である. 最後に, 最適レギュレータ

問題は, パレート最適戦略決定問題の特別な場合であること

が知られている 1). したがって, 得られた結果は, 容易に最

適レギュレータ問題に応用することが可能である.

2. 問題設定

以下のマルチモデルシステムを考える 1).

ẋ0 = A00x0 +A01x1 +A02x2 + B01u1 + B02u2（1a）

ε1ẋ1 = A10x0 + A11x1 + ε3A12x2 + B11u1 （1b）

ε2ẋ2 = A20x0 + ε4A21x1 +A22x2 + B22u2 （1c）

ここで, xj(0) = x0
j , (j = 0, 1, 2)は初期値を表す. また,

xj ∈ Rnj は状態ベクトル, uj ∈ Rmj , (j = 1, 2) は制御入

力をそれぞれあらわす. 一方, ε1, ε2 は摂動項に相当する十

分小さな正のパラメータであり, 同じオーダの大きさ, すな

わち, 関係式 (2)を満足すると仮定する 1)～7).

0 < k1 ≤ α ≤ k2 <∞, α :=
ε1
ε2

（2）

（注 1）例えば, A11が特異であっても,リカッチ方程式AT
11P11+

P11A11 − P11S11P11 + Q11 = 0 の安定化解が存在すれば,

A11 − S11P11 は非特異である.

（注 2）本論文では, 連続変形法である通常の意味の不動点アル
ゴリズム 19) と異なり, Banach の不動点定理に基づくアルゴリ
ズムの意味で, 不動点アルゴリズムと呼んでいる.

ε3, ε4 は, 境界層システムの結合を表す十分小さなパラメー

タである. 一方, 各意思決定者 (decision maker)は以下のコ

スト汎関数をもつ.

Jj =
1

2

∫ ∞

0

[zT
j zj + uT

j Rjuj ]dt, Rj > 0 （3a）

zj = Cj0x0 +Cjjxj , zj ∈ Rrj (j = 1, 2) （3b）

パレート解は, 以下のコスト汎関数を最小にする対 u1, u2

を意味する.

J = γ1J1 + γ2J2, γ1 + γ2 = 1 （4）

ここで, γj , (j = 1, 2)は 0 < γj < 1を満たすある定数であ

る. システム (1)に対して, 以下の仮定を導入する.

［仮定 1］ 2つの行列対 (Ajj , Bjj), (A
T
jj , C

T
jj ), (j = 1, 2)

はそれぞれ可安定かつ可検出である.

［仮定 2］ N = n0 + n1 +n2, ∀s ∈ C, Re[s] ≥ 0に対して

rank


 sIn0 − A00 −A01 −A02 B01 B02

−A10 −A11 0 B11 0

−A20 0 −A22 0 B22


 = N

rank


 sIn0 − AT

00 −AT
10 −AT

20 CT
10 CT

20

−AT
01 −AT

11 0 CT
11 0

−AT
02 0 −AT

22 0 CT
22


 = N

以下の補題が知られている 1).

［補題 1］ マルチモデルシステム (1) およびコスト汎関数

(3a)に対して, パレート最適戦略は (5)で与えられる.

u∗j = −γ−1
j R−1

j BT
jEPEx, (j = 1, 2) （5）

ここで, x =
[
xT

0 xT
1 xT

2

]T

, PE はリカッチ方程式 (6)

の準正定対称安定化解である.

AT
EPE + PEAE − PESEPE +Q = 0. （6）

ただし, SE := γ−1
1 S1E + γ−1

2 S2E , Q := γ1Q1 + γ2Q2

AE :=


 A00 A01 A02

ε−1
1 A10 ε−1

1 A11 ε−1
1 ε3A12

ε−1
2 A20 ε−1

2 ε4A21 ε−1
2 A22




B1E =


 B01

ε−1
1 B11

0


 , B2E =


 B02

0

ε−1
2 B22




Q1 =


 Q̄11 Q̄12 0

Q̄T
12 Q̄13 0

0 0 0


 , Q2 =


 Q̄21 0 Q̄22

0 0 0

Q̄T
22 0 Q̄23




Q̄j1 = CT
j0Cj0, Q̄j2 = CT

j0Cjj , Q̄j3 = CT
jjCjj

SjE = BjER
−1
j BT

jE , (j = 1, 2)

3. マルチモデルシステムのリカッチ方程式

次の 4 章で摂動項に依存しない制御則を構築するために,

リカッチ方程式 (6) の安定化解が存在するための十分条件,

および解の構造式を研究する. 特に, 摂動項に依存しない低
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次元化されたリカッチ方程式を導入することにより, それら

の解とリカッチ方程式 (6)の安定化解の関係を明らかにする.

この章で得られたリカッチ方程式 (6) の安定化解の構造式

を利用することによって, 従来の合成制御則の手法 1), 13), 17)

と異なる摂動項に依存しない制御則の設計が可能となる.

まず, 以下の行列を定義する.

SE :=


 S00 ε−1

1 S01 ε−1
2 S02

ε−1
1 ST

01 ε−2
1 S11 0

ε−1
2 ST

02 0 ε−2
2 S22




Q :=


 Q00 Q01 Q02

QT
01 Q11 0

QT
02 0 Q22




ΦE := block − diag(In0 , ε1In1 , ε2In2)

このとき, リカッチ方程式 (6)は, A, S に ε−1
j , (j = 1, 2)

を含まない一般化リカッチ方程式 13), 14) XA + ATY −
XSY + Q = 0 に変形できる. ただし, X = PEΦ−1

E ,

Y = Φ−1
E PE , AE = Φ−1

E A, SE = Φ−1
E SΦ−1

E . ここで, 関

係式 PE = XΦE = ΦEY , PE = P T
E に注意する. ΦE に微少

パラメータ εj , (j = 1, 2) のみが含まれていることを考慮

すれば, 未知行列 Y は εj , (j = 1, 2)で表される. 最終的に

以下の構造を得ることができる.

Y =


 Y00 ε1Y

T
10 ε2Y

T
20

Y10 Y11
√
α

−1
Y T

21

Y20
√
αY21 Y22


 , Yjj = Y T

jj

(j = 0, 1, 2). 以上から, 本論文では, PE として,

PE =


 P00 ε1P

T
10 ε2P

T
20

ε1P10 ε1P11
√
ε1ε2P

T
21

ε2P20
√
ε1ε2P21 ε2P22


 , PE = P T

E

のような構造をもつ解を求める 1), 2), 5). ただし, 行列

Plm, (l, m) = (0, 0), (1, 0), (2, 0), (1, 1), (2, 1), (2, 2)

は εj , (j = 1, · · · , 4)の関数である. PE , AE , SE , Qをリカッ

チ方程式 (6)に代入し, 分割計算すれば (7)を得る.

f1 = AT
00P00 + P00A00 +AT

10P10 + P T
10A10

+AT
20P20 + P T

20A20 − P00S00P00 − P T
10S

T
01P00

−P00S01P10 − P T
20S

T
02P00 − P00S02P20

−P T
10S11P10 − P T

20S22P20 +Q00 = 0 （7a）

f2 = P00A01 + P T
10A11 + ε1A

T
00P

T
10 + AT

10P11

+
√
αAT

20P21 + ε4P
T
20A21

−ε1(P00S00P
T
10 + P T

10S
T
01P

T
10 + P T

20S
T
02P

T
10)

−P00S01P11 − P T
10S11P11

−√
α(P00S02P21 + P T

20S22P21) +Q01 = 0 （7b）

f3 = P00A02 + P T
20A22 + ε2A

T
00P

T
20 + AT

20P22

+
√
α
−1
AT

10P
T
21 + ε3P

T
10A12

−ε2(P00S00P
T
20 + P T

10S
T
01P

T
20 + P T

20S
T
02P

T
20)

−P00S02P22 − P T
20S22P22

−√
α
−1

(P00S01P
T
21 + P T

10S11P
T
21) +Q02 = 0（7c）

f4 = AT
11P11 + P11A11 + ε1(A

T
01P

T
10 + P10A01)

+ε4
√
α(AT

21P21 + P T
21A21)

−ε1(ε1P10S00P
T
10 + P11S

T
01P

T
10 +

√
αP T

21S
T
02P

T
10)

−ε1(P10S01P11 +
√
αP10S02P21) − P11S11P11

−αP T
21S22P21 +Q11 = 0 （7d）

f5 = ε1P10A02 + ε2A
T
01P

T
20 + ε3P11A12 + ε4A

T
21P22

−ε2(ε1P10S00P
T
20 + P11S

T
01P

T
20 +

√
αP T

21S
T
02P

T
20)

−ε1(P10S02P22 +
√
α
−1
P10S01P

T
21)

+
√
αP T

21(A22 − S22P22)

+
√
α
−1

(A11 − S11P11)
TP T

21 = 0 （7e）

f6 = AT
22P22 + P22A22 + ε2(A

T
02P

T
20 + P20A02)

+ε3
√
α
−1

(AT
12P

T
21 + P21A12)

−ε2(ε2P20S00P
T
20 + P22S

T
02P

T
20 +

√
α
−1
P21S

T
01P

T
20)

−ε2(P20S02P22 +
√
α
−1
P20S01P

T
21) − P22S22P22

−α−1P21S11P
T
21 +Q22 = 0 （7f）

一般性を失うことなく, 以下の仮定を導入する 1)～7).

［仮定 3］ 不等式 (2) で表現される条件のもと, (2) 式に含

まれる αに対して, 極限値 (8)が存在する.

lim
ε1→+0
ε2→+0

α = lim
ε1→+0
ε2→+0

ε1
ε2

= ᾱ （8）

方程式 (7)に対して, εj → +0, (j = 1, 2), εj → 0, (j =

3, 4) とすれば 0–オーダ方程式 (9)を得る. このとき, 方程

式 (7)の 0–オーダ解を P̄00, P̄10, P̄20, P̄11, P̄21, P̄22 と定義

する.

AT
00P̄00 + P̄00A00 +AT

10P̄10 + P̄ T
10A10 + AT

20P̄20

+P̄ T
20A20 − P̄00S00P̄00 − P̄ T

10S
T
01P̄00 − P̄00S01P̄10

−P̄ T
20S

T
02P̄00 − P̄00S02P̄20

−P̄ T
10S11P̄10 − P̄ T

20S22P̄20 +Q00 = 0 （9a）

P̄00A01 + P̄ T
10A11 +AT

10P̄11 +
√
ᾱAT

20P̄21 − P̄00S01P̄11

−P̄ T
10S11P̄11 −

√
ᾱ(P̄00S02P̄21 + P̄ T

20S22P̄21)

+Q01 = 0 （9b）

P̄00A02 + P̄ T
20A22 +AT

20P̄22 +
√
ᾱ

−1
AT

10P̄
T
21 − P̄00S02P̄22

−P̄ T
20S22P̄22 −

√
ᾱ

−1
(P̄00S01P̄

T
21 + P̄ T

10S11P̄
T
21)

+Q02 = 0 （9c）

AT
11P̄11 + P̄11A11 − P̄11S11P̄11

−ᾱP̄ T
21S22P̄21 +Q11 = 0 （9d）

√
ᾱP̄ T

21(A22 − S22P̄22)

+
√
ᾱ
−1

(A11 − S11P̄11)
T P̄ T

21 = 0 （9e）

AT
22P̄22 + P̄22A22 − P̄22S22P̄22
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−ᾱ−1P̄21S11P̄
T
21 +Q22 = 0 （9f）

ここで, 仮定 1が成立するとき, 以下のリカッチ方程式 (10)

AT
jjP̃jj + P̃jjAjj − P̃jjSjj P̃jj +Qjj = 0 （10）

(j = 1, 2)に対して, Ajj − Sjj P̃jj が安定となる準正定対称

安定化解 P̃jj が存在する. したがって, P̄jj → P̃jj と設定す

ることによって, Ajj − Sjj P̄jj , (j = 1, 2)を安定にするこ

とができる. 以上により, Ajj − SjjP̄jj が安定であるので,

明らかに代数方程式 (9e)は P̄21 = 0 なる解をもつことがわ

かる. 最終的に, P̄21 = 0 から, 方程式 (9) は ᾱ に依存しな

いので, 方程式 (9)は, 以下の 0–オーダ方程式 (11)に書き換

えることが可能である.

AT
s P̄00 + P̄00As − P̄00SsP̄00 + Qs = 0 （11a）

P̄ T
j0 = P̄00N0j −M0j （11b）

AT
jjP̄jj + P̄jjAjj − P̄jjSjj P̄jj +Qjj = 0 （11c）

ただし,

As = A00 +N01A10 +N02A20 + S01M
T
01 + S02M

T
02

+N01S11M
T
01 +N02S22M

T
02

Ss = S00 +N01S
T
01 + S01N

T
01 +N02S

T
02 + S02N

T
02

+N01S11N
T
01 +N02S22N

T
02

Qs = Q00 −M01A10 − AT
10M

T
01 −M02A20 − AT

20M
T
02

−M01S11M
T
01 −M02S22M

T
02

N0j = −D0jD
−1
jj , M0j = Q̂0jD

−1
jj , Q̂0j = AT

j0P̄jj +Q0j

D00 = A00 − S00P̄00 − S01P̄10 − S02P̄20

Dj0 = Aj0 − ST
0j P̄00 − SjjP̄j0, Djj = Ajj − Sjj P̄jj

D0j = A0j − S0j P̄jj , (j = 1, 2)

このとき, リカッチ方程式 (11a)に対しての可安定性, 可検

出性の結果が得られる.

《定理 1》 仮定 1, 2のもと, 以下の条件が成立する.

（ i ） リカッチ方程式 (11a)は, リカッチ方程式 (11c)の解

P̄jj , (j = 1, 2)に依存しない. すなわち, 行列As, Ss, Qs

は, 公式 (12)によって計算できる.

Ts = T00 −
2∑

j=1

T0jT
−1
jj Tj0 =

[
As −Ss

−Qs −AT
s

]
（12）

ただし, Tlm は以下のように定義される.

T00 :=

[
A00 −S00

−Q00 −AT
00

]
, T0j :=

[
A0j −S0j

−Q0j −AT
j0

]

Tj0 :=

[
Aj0 −ST

0j

−QT
0j −AT

0j

]
, Tjj :=

[
Ajj −Sjj

−Qjj −AT
jj

]

(j = 1, 2)

（ ii） Ss = BsR
−1BT

s , Qs = CT
s Cs を満足するような

行列 Bs ∈ Rn0×M , (M = m1 +m2), R ∈ RM×M およ

び行列 Cs ∈ R(r1+r2)×N が存在する. このとき, 行列対

(As, Bs), (A
T
s , C

T
s )はそれぞれ可安定かつ可検出である.

(証明) まず, (i)について証明を与える. Tjj , (j = 1, 2)

について, リカッチ方程式 (11c)を利用すれば

Tjj =

[
Inj 0

P̄ T
jj Inj

][
Djj −Sjj

0 −DT
jj

][
Inj 0

−P̄jj Inj

]

を得る. さらに, Djj の安定性を利用すれば

T−1
jj =

[
Inj 0

P̄jj Inj

][
D−1

jj −D−1
jj SjjD

−T
jj

0 −D−T
jj

][
Inj 0

−P̄ T
jj Inj

]

と計算される. したがって,実際にT−1
jj をT00−T01T

−1
11 T10−

T02T
−1
22 T20 に代入して, 計算すれば関係式 (12)を得る.

続いて, (ii) について証明を行う. Ss を変形すれば, 容易

に以下の関係式を得ることができる.

Ss =
[
B̄01 +N01B̄11 B̄02 +N02B̄22

]

·
[
R−1

1 0

0 R−1
2

][
B̄T

01 + B̄T
11N

T
01

B̄T
02 + B̄T

22N
T
02

]

B̄0j =
√
γj

−1B0j , B̄jj =
√
γj

−1Bjj , (j = 1, 2)

したがって, Bs =
[
B̄01 +N01B̄11 B̄02 +N02B̄22

]
,

R = block − diag(R1, R2) が得られる. 一方, Qs から直

接 Cs を表現することは困難である. この困難を克服するた

めに, リカッチ方程式 (11c)に対する補助的なリカッチ方程

式 (13)を導入する.

W̄jjA
T
jj +AjjW̄jj − W̄jjQjjW̄jj + Sjj = 0 （13）

(j = 1, 2). 仮定 1 のもと, 準正定対称安定化解 W̄jj が存在

する. リカッチ方程式 (13)に注意して, 以下の行列を得る.

Tjj =

[
Inj −W̄jj

0 Inj

][
Ejj 0

−Qjj −ET
jj

][
Inj W̄jj

0 Inj

]

ただし, Ejj = Ajj − W̄jjQjj , (j = 1, 2). Ejj =

Ajj − W̄jjQjj は安定であるので, T−1
jj は存在する. した

がって,

T−1
jj =

[
Inj −W̄jj

0 Inj

][
E−1

jj 0

−E−T
jj QjjE

−1
jj −E−T

jj

][
Inj W̄jj

0 Inj

]

として, T00 −T01T
−1
11 T10 −T02T

−1
22 T20 に代入すれば以下の

関係式を得る.

Qs = Q00 + LT
10Q

T
01 +Q01L10 + LT

20Q
T
02 +Q02L20

+LT
10Q11L10 + LT

20Q22L20

ただし, Lj0 = −E−1
jj Ej0, Ej0 = Aj0−W̄jjQ

T
0j , (j = 1, 2)

である. 以上より,

Qs =
[
C̄T

10 + LT
10C̄

T
11 C̄T

20 + LT
20C̄

T
22

]

·
[
C̄10 + C̄11L10

C̄20 + C̄22L20

]

C̄j0 =
√
γjCj0, C̄jj =

√
γjCjj , (j = 1, 2)

と変形できる. したがって, Qs は Qs = CT
s Cs, C

T
s =[

C̄T
10 + LT

10C̄
T
11 C̄T

20 + LT
20C̄

T
22

]
と分解できることがわ
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かる. 次に, 行列対 (As, Bs) の可安定性を示す. 以下の関

係式に注意する.
 In0 −D01D

−1
11 −D02D

−1
22

0 D−1
11 0

0 0 D−1
22




·


 sIn0 −A00 −A01 −A02 B̄01 B̄02

−A10 −A11 0 B̄11 0

−A20 0 −A22 0 B̄22




·




In0 0 0 0 0

−D−1
11 A10 In1 0 Ω21 0

−D−1
22 A20 0 In2 0 Ω22

Ω11 Ω31 0 Ω41 0

Ω12 0 Ω32 0 Ω42




=


 sIn0 − A00 −N01A10 −N02A20 0 0

0 In1 0

0 0 In2

B̄01 +N01B̄11 B̄02 +N02B̄22

0 0

0 0


 = A(s) （14）

ここで, Ω1j = −R−1
j B̄T

jj P̄jjD
−1
11 Aj0, Ω2j = D−1

jj B̄jj ,

Ω3j = R−1
j B̄T

jjP̄jj , Ω4j = Inj + R−1
j B̄T

jjP̄jjD
−1
jj B̄jj ,

(j = 1, 2). したがって, 仮定 2の前半の条件は rankA(s) =

N, ∀s ∈ C, Re[s] ≥ 0 と等価である. 言い換えれば, 仮定 2

の前半の条件と行列対 (A00 +N01A10 +N02A20, Bs)が可

安定であることは等価である. ここで,

As = A00 +N01A10 +N02A20 +BsR
−1

[
B̄T

11M
T
01

B̄T
22M

T
02

]

= A00 +N01A10 +N02A20 +BsK
であり, フィードバック Kは (A00 +N01A10 +N02A20, Bs)

の可安定性を保存するので, 行列対 (As, Bs)も可安定であ

ると結論できる. 一方, 行列対 (AT
s , C

T
s ) が可検出である

証明は, 行列対 (As, Bs) の可安定性の議論と双対の議論に

よって行われる. その詳細は省略する. 以上より定理 1の証

明が完了する.

（注意） 文献 1)，2)，5) では, 境界層システムに関係する

状態行列の非特異性の仮定に基づいて, 行列対 (As, Bs),

(AT
s , C

T
s ) の可安定性, 可検出性を仮定している. また, 文

献 6)，7) では, 境界層システムに関係する状態行列の非特

異性は仮定していない. しかしながら, 行列対 (As, Bs),

(AT
s , C

T
s )の可安定性, 可検出性に対しては, 詳しく言及し

ていない.

以上の準備のもとで, リカッチ方程式 (6)の解の構造に関

して, 定理を得ることができる.

《定理 2》 仮定 1, 2 のもと, εj ∈ (0, ε∗j), (j = 1, 2),

|εj | ∈ (0, ε∗j ), (j = 3, 4)を満たすすべての εj に対して, リ

カッチ方程式 (6)の解が (15)で示される構造をもつような

十分小さな ε∗j > 0, (j = 1, · · · , 4)が存在する. さらに, 解

(15)は, リカッチ方程式 (6)の準正定対称安定化解である.

PE = PE(µ)

=


 P00(µ) ε1P10(µ)

T ε2P20(µ)
T

ε1P10(µ) ε1P11(µ)
√
ε1ε2O(||µ||)

ε2P20(µ)
√
ε1ε2O(||µ||) ε2P22(µ)


 （15）

ただし, Plm(µ)は Plmが µの関数であることを表す.

Plm(µ) = P̄lm +O(||µ||), µ =
[
ε1 ε2 ε3 ε4

]
(l, m) = (0, 0), (1, 0), (2, 0), (1, 1), (2, 2)

(証明) 証明は, 陰関数定理 5) を利用して行う. すなわち,

||µ|| = 0の近傍におけるヤコビ行列が非特異であることを示

す. 方程式 (7)に対するヤコビ行列は (16)で与えられる.

J =
∂vec(f1, f2, f3, f4, f5, f6)

∂vec(P00, P10, P20, P11, P21, P22)T

∣∣∣
µ=µ0, P=P0

=




J00 J01 J02 0 0 0

J10 J11 0 J13 J14 0

J20 0 J22 0 J24 J25

0 0 0 J33 0 0

0 0 0 0 J44 0

0 0 0 0 0 J55




（16）

ただし,

µ0 = [0, 0, 0, 0], P = (P00, P10, P20, P11, P21, P22)

P0 = (P̄00, P̄10, P̄20 P̄11, 0, P̄22)

J00 = (In0 ⊗DT
00)Un0n0 +DT

00 ⊗ In0

J0j = (In0 ⊗DT
j0)Un0n1 +DT

j0 ⊗ In0

Jj0 = DT
0j ⊗ In0 , Jjj = DT

jj ⊗ In0

J13 = In1 ⊗D10, J14 =
√
ᾱ(In1 ⊗D20)Un1n2

J24 =
√
ᾱ

−1
In2 ⊗D10, J25 = In2 ⊗D20

J33 = (In1 ⊗DT
11)Un1n1 +DT

11 ⊗ In1

J44 =
√
ᾱDT

22 ⊗ In1 +
√
ᾱ

−1
In2 ⊗DT

11

J55 = (In2 ⊗DT
22)Un2n2 +DT

22 ⊗ In2 , (j = 1, 2)

ここで, vecは行列の列展開, ⊗はクロネッカ積, Unjnj , (j =

0, 1, 2)は置換行列をそれぞれ表す 9).

以上の準備のもと, ヤコビ行列 (16)の行列式を計算する.

detJ = detJ11 · detJ22 · detJ33 · detJ44 · detJ55

·det[In0 ⊗DT
0 Un0n0 +DT

0 ⊗ In0 ] （17）

ただし, D0 ≡ D00 −D01D
−1
11 D10 −D02D

−1
22 D20.

仮定 1 から Djj = Ajj − Sjj P̄jj , (j = 1, 2) は安定であ

るので, 明らかに Jjj , (j = 1, · · · , 5) は非特異である. さ

らに, 簡単な計算から As − SsP̄00 = D00 −D01D
−1
11 D10 −

D02D
−1
22 D20 = D0が示される. したがって, 仮定 2からD0

も安定である. 以上より (µ, P) = (µ0, P0)において, ヤコ

ビ行列 (16)は非特異である. したがって, 陰関数定理より

定理 2 が示される. 後半の準正定対称安定化解の証明につ
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いては, Schur complement 10), および, 文献 1)の Theorem

1 を利用すれば簡単に証明できるので, 本論文では省略す

る.

（注意） 文献 5) では, 陰関数定理を利用して類似の結果を

得ているが, 行列 Ajj , (j = 1, 2)の非特異性を必要とする.

さらに, 結合パラメータ ε3, ε4 の値は考慮されていない. し

かし, 本論文では, 行列 Ajj の非特異性を必要とせず, 結合

パラメータを考慮しているので, より広いクラスのマルチモ

デルシステムに対する結果を得ている. さらに, 解の構造式

も具体的に示している.

4. 近似制御則

摂動項 εj の値が未知であるとき, リカッチ方程式 (6)を解

くことはできない. この章では, 3章で得られたリカッチ方

程式 (6) の解の構造情報 (15)を利用して, εj によらないパ

レート準最適戦略を構築する. その際, 2 時間分割法あるい

は合成制御則 1), 13), 17)の手法を利用しない. ここで, 準最適

戦略を構築するための重要な性質は, 解 (15)が, 摂動項に依

存しない部分と, 依存する部分に分離可能であることである.

この特徴を生かし, 提案される準最適戦略は, 摂動項に依存

する部分を全て恒等的に 0 とすることによって構築される.

パレート最適戦略 (5)に解の構造式 (15)を代入する.

u∗j = −γ−1
j R−1

j BT
jEPEx = −γ−1

j R−1
j BT

j Px （18）

ただし, BjE = Φ−1
E Bj , PE = ΦEP , P21 = O(||µ||)

P =


 P00 ε1P

T
10 ε2P

T
20

P10 P11

√
α

−1
P T

21

P20

√
αP21 P22




=


 P̄00 0 0

P̄10 P̄11 0

P̄20 0 P̄22


 +O(||µ||)

BT
1 =

[
BT

01 BT
11 0

]
, BT

2 =
[
BT

02 0 BT
22

]
(j = 1, 2). したがって, O(||µ||)を無視することによって,

近似パレート戦略 (19)が得られる.

ujapp = −γ−1
j R−1

j BT
j


 P̄00 0 0

P̄10 P̄11 0

P̄20 0 P̄22


x

= −γ−1
j R−1

j BT
j Pappx, (j = 1, 2) （19）

近似パレート戦略 (19)をシステム (1) に適用したとき, 以

下の性質が示される.

《定理 3》 仮定 1, 2 のもと, 近似パレート戦略 (19) をシス

テム (1) に適用したとき, すべての ||µ|| ∈ (0, σ∗]に対して,

閉ループシステムが漸近安定となるような σ∗ が存在する.

また, システム (1) に近似パレート戦略 (19) を適用したと

きの評価関数を Jjapp, パレート最適戦略 (5) を適用したと

きの評価関数を J∗
j と定義すれば, 以下が成立する.

Jjapp = J∗
j +O(||µ||), (j = 1, 2) （20）

すなわち, 未知パラメータ εj が十分小さいとき, 近似パレー

ト戦略 (19)はパレート準最適戦略となる.

(証明) まず,漸近安定性を示す. 近似パレート戦略 (19)を

システム (1)に適用した閉ループシステムは以下である.

ẋ0 = D00x0 +D01x1 +D02x2, x0(0) = x0
0 （21a）

ε1ẋ1 = D10x0 +D11x1 + ε3A12x2, x1(0) = x0
1（21b）

ε2ẋ2 = D20x0 + ε4A21x1 +D22x2, x2(0) = x0
2（21c）

仮定 1 から Djj は安定である. さらに, 仮定 2 から

As − SsP̄00 = D0 も安定である. したがって, 文献 1) の

Theorem 1 より, 近似パレート戦略 (19)を適用した閉ルー

プシステム (21) が漸近安定となる十分小さな σ∗ が存在

する.

続いて, パレート準最適性を示す. 近似パレート戦略 (19)

をシステム (1)に適用したときのコスト汎関数 (3a)の値は

以下で与えられる.

Jjapp =
1

2
xT (0)YjEx(0), (j = 1, 2) （22）

ただし, PappE = ΦEPapp

YjE(AE − SEPappE) + (AE − SEPappE)
T YjE

+Qj + γ−2
j PappESjEPappE = 0, (j = 1, 2) （23）

一方, パレート最適戦略 (5)をシステム (1)に適用したとき

のコスト汎関数 (3a)の値は以下で与えられる.

J∗
j =

1

2
xT (0)XjEx(0), (j = 1, 2) （24）

ただし,

XjE(AE − SEPE) + (AE − SEPE)
TXjE

+Qj + γ−2
j PESjEPE = 0, (j = 1, 2) （25）

リアプノフ方程式 (23)から (25)を引けば, ZjE = YjE −XjE

についてのリアプノフ方程式 (26)を得る.

ZjE(AE − SEPappE) + (AE − SEPappE)
TZjE

+γ−2
j PappESjEPappE − γ−2

j PESjEPE

+XjESjE(PE − PappE) + (PE − PappE)
TSjEXjE

(j = 1, 2) （26）

ここで, PE − PappE = O(||µ||) の関係に注意すれば, リアプ

ノフ方程式 (26)はリアプノフ方程式 (27)に変形できる.

ZjE(AE − SEPappE) + (AE − SEPappE)
TZjE

−γ−2
j PappESjEO(||µ||)− γ−2

j O(||µ||)SjEPappE

−γ−2
j O(||µ||)SjEO(||µ||) +XjESjEO(||µ||)

+O(||µ||)SjEXjE = 0, (j = 1, 2) （27）

リアプノフ方程式 (27) において, 陰関数定理およびリア

プノフ方程式の性質 10) を利用する. Djj , (j = 1, 2),

D0 の安定性より, 定理 2 の証明と同様にして, 容易に

ZjE = YjE − XjE = O(||µ||) が得られる. したがって, 関

係式 (20)が得られる.
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5. マルチモデルシステムの一般化リアプノフ方程式

提案されたパレート準最適戦略 (19)の有用性を確認する

ために, マルチモデルシステムに対するリアプノフ方程式

(23), (25) を解く必要がある. MATLABのような実用的な

ツールを用いても, マルチモデルシステムを扱う場合, 非常

に小さな摂動項 εj , (j = 1, · · · , 4)の影響のため, 十分な精

度の解を得ることは難しい. 現在のところ, 特異摂動システ

ムに対する再帰的アルゴリズムは研究されているが, マルチ

モデルシステムに対するリアプノフ方程式に関する数値解

法は研究されていない. そこで, マルチモデルシステムに対

するリアプノフ方程式を解くための数値解法を導出する.

マルチモデルシステムに対するリアプノフ方程式 (23),

(25) は, 一般的なリアプノフ方程式 (28)の形で表現できる.

ΛT
E ΞE + ΞEΛE + U = 0 （28）

ただし, ΛE , U は既知, ΞE は未知である. さらに, ΞE は, 3

章の一般化リカッチ方程式の議論と同様な理由から, 以下の

構造をもつと仮定する.

Ξ =


 Ξ00 ε1Ξ

T
10 ε2Ξ

T
20

Ξ10 Ξ11

√
α
−1

ΞT
21

Ξ20

√
αΞ21 Ξ22


 ∈ RN×N

Λ =


 Λ00 Λ01 Λ02

Λ10 Λ11 EΛ12

Λ20 EΛ21 Λ22


 ∈ RN×N

U = UT =


 U00 U01 U02

UT
01 U11 EU12

UT
02 EUT

12 U22


 ∈ RN×N

Ξjj = ΞT
jj , Λjj , Ujj = UT

jj ∈ Rnj×nj , E =
√
ε1ε2

(j = 0, 1, 2). ここで, ΞE = ΦEΞ ∈ RN×N , ΛE = Φ−1
E Λ ∈

RN×N を考慮すれば, リアプノフ方程式 (28)は, 以下の一般

化リアプノフ方程式 (29)と等価であることが容易に示され

る 14). したがって, 一般化リアプノフ方程式 (29)を考える.

ΛTΞ + ΞTΛ + U = 0 （29）

Djj , (j = 1, 2), D0 の安定性より, 一般性を失うことなく,

以下の仮定を設けることができる.

［仮定 4］ Λ−1
jj , (j = 1, 2) が存在し, Λjj および Λ0 ≡

Λ00 − Λ01Λ
−1
11 Λ10 − Λ02Λ

−1
22 Λ20 が共に安定行列である.

まず, 一般化リアプノフ方程式 (29)を分割計算する.

ΛT
00Ξ00 + Ξ00Λ00 + ΛT

10Ξ10 + ΞT
10Λ10

+ΛT
20Ξ20 + ΞT

20Λ20 + U00 = 0 （30a）

Ξ00Λ01 + ΞT
10Λ11 + EΞT

20Λ21 + ε1Λ
T
00Ξ

T
10 + ΛT

10Ξ11

+
√
αΛT

20Ξ21 + U01 = 0 （30b）

Ξ00Λ02 + ΞT
20Λ22 + EΞT

10Λ12 + ε2Λ
T
00Ξ

T
20 + ΛT

20Ξ22

+
√
α
−1

ΛT
10Ξ

T
21 + U02 = 0 （30c）

ΛT
11Ξ11 + Ξ11Λ11 + ε1(Λ

T
01Ξ

T
10 + Ξ10Λ01

+ΛT
21Ξ21 + ΞT

21Λ21) + U11 = 0 （30d）

ε1Ξ10Λ02 + ε2Λ
T
01Ξ

T
20 +

√
αΞT

21Λ22 +
√
α

−1
ΛT

11Ξ
T
21

+E(Ξ11Λ12 + ΛT
21Ξ22) + EU12 = 0 （30e）

ΛT
22Ξ22 + Ξ22Λ22 + ε2(Λ

T
02Ξ

T
20 + Ξ20Λ02

+ΛT
12Ξ

T
21 + Ξ21Λ12) + U22 = 0 （30f）

方程式 (30)に対して, εj → +0, (j = 1, 2) とすれば 0–

オーダ方程式 (31)を得る. このとき, 方程式 (30)の 0–オー

ダ解を Ξ̄00, Ξ̄10, Ξ̄20, Ξ̄11, Ξ̄21, Ξ̄22 と定義する.

ΛT
00Ξ̄00 + Ξ̄00Λ00 + ΛT

10Ξ̄10 + Ξ̄T
10Λ10

+ΛT
20Ξ̄20 + Ξ̄T

20Λ20 + U00 = 0 （31a）

Ξ̄00Λ01 + Ξ̄T
10Λ11 + ΛT

10Ξ̄11

+
√
ᾱΛT

20Ξ̄21 + U01 = 0 （31b）

Ξ̄00Λ02 + Ξ̄T
20Λ22 + ΛT

20Ξ̄22

+
√
ᾱ
−1

ΛT
10Ξ̄

T
21 + U02 = 0 （31c）

ΛT
jjΞ̄jj + Ξ̄jjΛjj + Ujj = 0 （31d）

√
ᾱΞ̄T

21Λ22 +
√
ᾱ

−1
ΛT

11Ξ̄
T
21 = 0 （31e）

(j = 1, 2). Λjj , (j = 1, 2) が安定であるので, 明らかに

代数方程式 (31e)は Ξ̄21 = 0なる解をもつことがわかる. 最

終的に, Ξ̄21 = 0から, 方程式 (31)は ᾱに依存しない以下の

0–オーダ方程式 (32)に書き換えることが可能である.

ΛT
0 Ξ̄00 + Ξ̄00Λ0 + U00 − U01Λ

−1
11 Λ10 − ΛT

10Λ
−T
11 U

T
01

−U02Λ
−1
22 Λ20 − ΛT

20Λ
−T
22 U

T
02 + ΛT

10Λ
−T
11 U11Λ

−1
11 Λ10

+ΛT
20Λ

−T
22 U22Λ

−1
22 Λ20 = 0 （32a）

Ξ̄T
j0 = −(Ξ̄00Λ0j + ΛT

j0Ξ̄jj + U0j)Λ
−1
jj （32b）

ΛT
jjΞ̄jj + Ξ̄jjΛjj + Ujj = 0 （32c）

(j = 1, 2). 以上の準備のもとで, 一般化リアプノフ方程式

(29)を解くための不動点アルゴリズム (33)を提案する.

√
αΞ

(i+1)T
21 Λ22 +

√
α

−1
ΛT

11Ξ
(i+1)T
21

+ε1Ξ
(i)
10Λ02 + ε2Λ

T
01Ξ

(i)T
20

+E(Ξ(i)
11 Λ12 + ΛT

21Ξ
(i)
22 ) + EU12 = 0 （33a）

ΛT
11Ξ

(i+1)
11 + Ξ

(i+1)
11 Λ11 + ε1(Λ

T
01Ξ

(i)T
10 + Ξ

(i)
10Λ01

+ΛT
21Ξ

(i)
21 + Ξ

(i)T
21 Λ21) + U11 = 0 （33b）

ΛT
22Ξ

(i+1)
22 + Ξ

(i+1)
22 Λ22 + ε2(Λ

T
02Ξ

(i)T
20 + Ξ

(i)
20Λ02

+ΛT
12Ξ

(i)T
21 + Ξ

(i)
21Λ12) + U22 = 0 （33c）

ΛT
0 Ξ

(i+1)
00 + Ξ

(i+1)
00 Λ0 − ΛT

10Λ
−T
11 Ξ

(i)
10 − Ξ

(i)T
10 Λ−1

11 Λ10

−ΛT
20Λ

−T
22 Ξ

(i)
20 − Ξ

(i)T
20 Λ−1

22 Λ20 + U00 = 0 （33d）

Ξ
(i+1)
j0 = −Λ−T

jj (ΛT
0jΞ

(i+1)
00 + Ξ

(i)
j0 ) （33e）

(j = 1, 2). ただし,

Ξ
(i)
10 = EΛT

21Ξ
(i)
20 + ε1Ξ

(i)
10 Λ00 + Ξ

(i+1)T
11 Λ10

+
√
αΞ

(i+1)T
21 Λ20 + UT

01,

Ξ
(i)
20 = EΛT

12Ξ
(i)
10 + ε2Ξ

(i)
20 Λ00 + Ξ

(i+1)T
22 Λ20
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+
√
α
−1

Ξ
(i+1)
21 Λ10 + UT

02,

Ξ
(0)
10 = Ξ̄10, Ξ

(0)
20 = Ξ̄20, Ξ

(0)
11 = Ξ̄11

Ξ
(0)
22 = Ξ̄22, Ξ

(0)
21 = 0, (i = 0, 1, 2, 3, · · ·)

（注意） 不動点アルゴリズム (33)は, Banachの不動点定理

“X を Banach空間とし, f : X → X が任意の x, y ∈ X に
対して, 縮小性の条件 ||f (x)− f(y)|| ≤ k||x− y||, 0 < k < 1

を満たすとき, 点列 xn+1 = f(xn) は f の唯一の不動点 x∗

に収束する. ” 19) に基づいている. さらに, 不動点アルゴリ

ズムという名前は, Banachの不動点定理に由来するもので

ある. したがって, 不動点アルゴリズム (33)は, 通常の不動

点アルゴリズムという意味で用いられる連続変形法に基づ

くアルゴリズムでないことに注意を要する.

不動点アルゴリズム (33)に関して,以下の性質が成立する.

《定理 4》 仮定 4 のもと, 不動点アルゴリズム (33) は,

O(||µ||i+1)オーダの速さで, 解 Ξlm に収束する. すなわち

||Ξ(i)
lm − Ξlm|| = O(||µ||i+1), (i = 0, 1, 2, · · ·) （34）

(l, m) = (0, 0), (1, 0), (2, 0), (1, 1), (2, 1), (2, 2)

(証明) 証明は数学的帰納法によって行われる. i = 0 の

とき, 不動点アルゴリズム (33)の初期条件を確認すれば, 解

Ξ
(0)
lm は, 0–オーダ方程式 (32)の 0–オーダ解によって構成さ

れている. したがって, ||Ξ(0)
lm − Ξlm|| = O(||µ||) が成立する.

不動点アルゴリズム (33) に対して, i = k (i ≥ 1) のとき,

||Ξ(k)
lm − Ξlm|| = O(||µ||k+1)が成立すると仮定する. 不動点

アルゴリズム (33)から方程式 (30)を引くことによって, 以

下の方程式を得ることができる.

√
α(Ξ

(k+1)
21 − Ξ21)

TΛ22 +
√
α

−1
ΛT

11(Ξ
(k+1)
21 − Ξ21)

T

+ε1(Ξ
(k)
10 − Ξ10)Λ02 + ε2Λ

T
01(Ξ

(k)
20 − Ξ20)

T

+E[(Ξ(k)
11 − Ξ11)Λ12 + ΛT

21(Ξ
(k)
22 − Ξ22)] = 0

ΛT
11(Ξ

(k+1)
11 − Ξ11) + (Ξ

(k+1)
11 − Ξ11)Λ11

+ε1[Λ
T
01(Ξ

(k)
10 − Ξ10)

T + (Ξ
(k)
10 − Ξ10)Λ01

+ΛT
21(Ξ

(k)
21 − Ξ21) + (Ξ

(k)
21 − Ξ21)

T Λ21] = 0

ΛT
22(Ξ

(k+1)
22 − Ξ22) + (Ξ

(k+1)
22 − Ξ22)Λ22

+ε2[Λ
T
02(Ξ

(k)
20 − Ξ20)

T + (Ξ
(k)
20 − Ξ20)Λ02

+ΛT
12(Ξ

(k)
21 − Ξ21)

T + (Ξ
(k)
21 − Ξ21)Λ12] = 0

ΛT
0 (Ξ

(k+1)
00 − Ξ00) + (Ξ

(k+1)
00 − Ξ00)Λ0

−ΛT
10Λ

−T
11 Π

(k)
10 −Π

(k)T
10 Λ−1

11 Λ10

−ΛT
20Λ

−T
22 Π

(k)
20 −Π

(k)T
20 Λ−1

22 Λ20 = 0

Ξ
(k+1)
j0 − Ξj0 = −Λ−T

jj [ΛT
0j(Ξ

(k+1)
00 − Ξ00) + Π

(k)
j0 ]

(j = 1, 2). ただし,

Π
(k)
10 = EΛT

21(Ξ
(k)
20 − Ξ20) + ε1(Ξ

(k)
10 − Ξ10)Λ00

+(Ξ
(k+1)
11 − Ξ11)

TΛ10 +
√
α(Ξ

(k+1)
21 − Ξ21)Λ20

Π
(k)
20 = EΛT

12(Ξ
(k)
10 − Ξ10) + ε2(Ξ

(k)
20 − Ξ20)Λ00

+(Ξ
(k+1)
22 − Ξ22)

TΛ20 +
√
α
−1

(Ξ
(k+1)
21 − Ξ21)Λ10

仮定である ||Ξ(k)
lm − Ξlm|| = O(||µ||k+1) を上式に代入する.

仮定 4 の Λjj , (j = 1, 2) および Λ0 の安定性, およびリア

プノフ方程式の性質 10)を考慮すれば, 以下の関係式を得る.

Ξ
(k+1)
jj − Ξjj = O(Ek+2), Ξ

(k+1)
21 − Ξ21 = O(Ek+2)

ΛT
0 (Ξ

(k+1)
00 − Ξ00) + (Ξ

(k+1)
00 − Ξ00)Λ0 = O(Ek+2)

Ξ
(k+1)
j0 − Ξj0 = −Λ−T

jj ΛT
0j(Ξ

(k+1)
00 − Ξ00) +O(Ek+2)

(j = 1, 2). 以上より, 容易に ||Ξ(k+1)
lm − Ξlm|| = O(||µ||k+2)

が得られる. したがって, すべての i ∈ Nに対して, (34)が

成立する.

（注意） 不動点アルゴリズムは, 再帰的アルゴリズム 12) と

全く異なることに注意が必要である. 再帰的アルゴリズムで

は, 解を 0–オーダ解と偏差に分離して, 偏差を繰り返し計算

によって求めている. そのため, 要求される解は, 0–オーダ

解の精度に依存する. 本論文で提案された不動点アルゴリズ

ムは, 解を 0–オーダ解と偏差に分離しないので, そのような

問題は起らない. さらに, 従来の結果 12)と異なり. 複数の摂

動項が含まれる場合でも解を得ることが可能である.

6. 数値例

提案されたパレート準最適戦略 (19), および不動点アルゴ

リズム (33)の有用性を確認するために, 数値シミュレーショ

ンを行う. 対象にするマルチモデルシステムは, 文献 1) の

Appendix A の例題で扱われているマルチエリア電力シス

テムである. システムの係数行列を以下に与える. ただし,

γ1 = γ2 = 0.5であり, 0l×m ∈ Rl×m は零行列である.

A00 =




0 0 4.5 0 1

0 0 0 4.5 −1

0 0 −0.05 0 −0.1

0 0 0 −0.05 0.1

0 0 32.7 −32.7 0



, Ajj =

[
−0.05 0.05

0 −0.1

]

A01 =


 02×2

Ap

02×2


 , A02 =


 03×2

Ap

01×2


 , Ap =

[
0.1

0

]T

A10 =
[
02×2 −4Aq 02×2

]
, Aq =

[
0 0.1

]T

A20 =
[
02×3 −4Aq 02×1

]
, B0j = 05×1, Bjj = Aq

Q1 = diag(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0), R1 = 20

Q2 = diag(1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1), R2 = 20

(j = 1, 2). パレート準最適戦略 (19)および ε1 = ε2 = 0.01,

ε3 = ε4 = 0のときのパレート最適戦略 (5) を次ページ上段

に与える. パレート準最適戦略 (19)は, 従来の方法である 2

時間分割法 1) あるいはディスクリプタ形式の分割法 13)によ

る合成制御則による設計法と全く異なる手法を利用して設

計されているにも関わらず, 文献 1)の Appendix A の例題

で計算された合成制御則 (C–8), (C–9) に一致している. 実

は, この結果に対して, 非常に最近, 著者によって一般の場合
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Table 1.

ε1 ε2 η1 [%] η2 [%] δ1 δ2 ||F(Xfixed
1E )|| ||F(X lyap2

1E )||
10−2 10−2 8.9362 8.9362 1.0458× 10−2 1.0458× 10−2 8.9060× 10−13 1.9642× 10−12

10−2 5× 10−3 6.4548 2.0955 1.0011× 10−2 3.2977× 10−3 9.1182× 10−12 4.8479× 10−12

10−3 10−3 4.3513× 10−2 4.3513× 10−2 4.2792× 10−4 4.2792× 10−4 1.5017× 10−12 1.4629× 10−11

10−3 5× 10−4 2.0219× 10−1 1.4916× 10−1 2.8028× 10−3 2.0692× 10−3 7.8161× 10−12 1.0342× 10−11

10−4 10−4 4.0917× 10−4 4.0917× 10−4 3.9833× 10−5 3.9833× 10−5 3.8133× 10−12 2.4759× 10−11

10−4 5× 10−5 1.7049× 10−2 1.6546× 10−2 2.3464× 10−3 2.2774× 10−3 3.8632× 10−12 7.3118× 10−11

10−5 10−5 4.0671× 10−6 4.0671× 10−6 3.9556× 10−6 3.9556× 10−6 5.2460× 10−12 2.8575× 10−10

10−5 5× 10−6 1.6741× 10−3 1.6691× 10−3 2.3026× 10−3 2.2957× 10−3 4.7145× 10−12 8.5766× 10−10

10−6 10−6 4.0646× 10−8 4.0647× 10−8 3.9528× 10−7 3.9529× 10−7 8.1350× 10−13 6.1904× 10−9

10−7 10−7 4.0556× 10−10 4.0726× 10−10 3.9440× 10−8 3.9606× 10−8 2.0742× 10−12 5.2063× 10−9

10−8 10−8 3.1662× 10−12 4.9612× 10−12 3.0791× 10−9 4.8247× 10−9 9.0412× 10−13 1.6680× 10−6

u1app = −
[
3.1623× 10−1 −2.3649× 10−13 4.4733 −1.9108 5.0131× 10−2 1.6226× 10−2 3.2582× 10−2 0 0

]
x

u2app = −
[
1.5296× 10−14 3.1623× 10−1 −1.9108 4.4733 −5.0131× 10−2 0 0 1.6226× 10−2 3.2582× 10−2

]
x

u∗
1 = −

[
3.1623× 10−1 4.7351× 10−16 4.5806 −1.8694 −5.3001× 10−2

1.0786× 10−1 7.5897× 10−2 −3.7827× 10−2 −1.7579× 10−2
]

x

u∗
2 = −

[
5.3180× 10−16 3.1623× 10−1 −1.8694 4.5806 5.3001× 10−2

−3.7827 × 10−2 −1.7579× 10−2 1.0786× 10−1 7.5897× 10−2
]

x

でも成立することが示された 15). したがって, パレート準最

適戦略 (19) は, 境界層システムの状態行列が特異性であっ

ても構築可能という意味で, 文献 1) の合成制御則を完全に

含んでいる.

パレート準最適戦略 (19) をマルチモデルシステムに

適用したときのコスト汎関数の値を評価するために, コ

スト汎関数 (22), (24) を計算する. ただし, 初期条件

は文献 1) の Appendix A の例題で扱われている初期条

件を利用する. すなわち, x(0) は平均 0, 共分散行列が

E[x(0)x(0)T ] = 10−4diag(1, 1, 0.01, 0.01, 1, 1, 1, 1, 1)

で与えられる独立なベクトルであると仮定する. ただ

し, E[·] は期待値を表す. コスト汎関数の値 (22), (24)

は, それぞれ E[J1app] = E[J2app] = 1.2749 × 10−3,

E[J∗
1 ] = E[J∗

2 ] = 1.1703× 10−3 である. したがって, コス

ト汎関数の損失は

η1 :=
|E[J1app]− E[J∗

1 ]|
E[J∗

1 ]
× 100 = 8.9362 [%]

η2 :=
|E[J2app]− E[J∗

2 ]|
E[J∗

2 ]
× 100 = 8.9362 [%]

である. 異なる ε1, ε2 に対するコスト汎関数の損失を Table

1. に示す. さらに, 評価式 (20)を確認するために

δ1 :=
|E[J1app]−E[J∗

1 ]|
E , δ2 :=

|E[J2app]−E[J∗
2 ]|

E
の値を Table 1. に示す. Table 1. から, δj が有界な定数で

表されるので, |E[J2app]−E[J∗
2 ]| = O(||µ||)であることがわ

かる（注 3）. したがって, コスト汎関数の劣化の程度が (20)

で表現されることが確認される. 以上より, 摂動項の値が十

（注 3）本論文では, ある正の実数 ||µ||に対する関数 g(||µ||)に対
して, g(||µ||) = O(||µ||) ⇔ lim||µ||→+0

g(||µ||)
||µ|| < ∞ が成立する

ので,
|E[J1app ]−E[J∗

1 ]|
E を評価している.

分小さい場合, パレート準最適戦略 (19)は準最適性を保証

する. 数値例では示されていないが, 本論文の手法は, 境界

層システムの非特異性は必要ない. したがって, より広いク

ラスのマルチモデルシステムに適用可能である.

最後に, 不動点アルゴリズム (33)の有用性を確認する. ま

ず, X1E に関する関数を以下のように定義する. F (X1E) =

X1E(AE −SEPE)+(AE −SEPE)TX1E +Q1 +γ−2
1 PES1EPE

解の正確さを確認するために, 異なる ε1, ε2 に対する残

差 ||F (Xfixed
1E )||, ||F (X lyap2

1E )|| を Table 1. に示す. ただし,

Xfixed
1E は, 不動点アルゴリズム (33)を利用して得られた解,

X lyap2
1E は, MATLAB に付属しているリアプノフ方程式を解

く関数 lyap2を利用して得られた解を表す. Table 1. より,

MATLAB の場合, 摂動項 ε1, ε2 が 10−6 オーダより小さく

なると, 解の精度がしだいに減少していることがわかる. 特

に, ε1 = ε2 = 10−8 の場合, ||F (X lyap2
1E )|| = 1.6680 × 10−6

である. このとき, 摂動項の値より残差のほうが大きいので,

得られた結果に対して, MATLABによって得られた解の信

頼性が保証されない. 一方,そのような十分小さな摂動項に対

して, 不動点アルゴリズム (33)は, 一定の精度で解が求まっ

ていることが確認される. この原因として, 通常のリアプノフ

方程式 (28)は, 摂動項の影響で, 悪条件 (ill conditioned) 11)

となるのに対して, 不動点アルゴリズム (33)は, 一般化リア

プノフ方程式 (29)を利用しているため, 悪条件にならない

ことが考えられる. 以上より, 摂動項が十分小さい場合, リ

アプノフ方程式 (28)に対して, 安易に MATLAB のlyap2

を利用すべきではないことに注意が必要である.

一般化リアプノフ方程式 (29)を, 標準的な連立一次方程式

Ax=bに直接変形して解くことも考えられる. しかしながら,

解くべき方程式の次元 (x∈R
N(N+1)

2 )は, N = n0 +n1 + n2

の増加にともない 2乗に比例する. したがって, 連立一次方
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程式に直接変形して解くことは, 実用面から十分でない. 一

方不動点アルゴリズム (33)は, 最大でmax{n0, n1, n2}次
元のリアプノフ方程式を繰り返し解くだけで良い. さらに,

十分小さい摂動項に対しても, アルゴリズムに含まれるリア

プノフ方程式は悪条件でない. したがって, 低次元の範囲で,

MATLABのlyap2や, Hessenberg–Schur method 18) 等が

利用できるという意味で大変有用である.

7. まとめ

本論文では, マルチモデルシステムに対する文献 1)，5)の

結果を拡張した. 導出された近似制御則は, 境界層システム

の状態行列の非特異性を要求しない. さらに, 摂動項の値は

既知である必要がない. その結果, 広いクラスのマルチモデ

ルシステムに対して, 近似制御則が構築可能である. その他

の重要な特徴として, マルチモデルシステムのリアプノフ方

程式を解くために, 新たに不動点アルゴリズムに基づく数値

計算アルゴリズムを開発した. 提案されたアルゴリズムは,

再帰的アルゴリズムと異なり, 収束が 0–オーダ解に依存し

ないので, 正確に解くことが可能である. また, 最適レギュ

レータ問題は, パレート最適戦略決定問題の特別な場合であ

るので, 得られた結果は, 容易に最適レギュレータ問題に応

用することが可能である.

最後に, 今後の課題を述べる. 非常に最近, 文献 13)で得

られた結果を応用して, εj を無視した制御則 (19)は, 2時間

分割法, あるいはディスクリプタ形式の分割法を利用して得

られる文献 1) の Appendix A の合成制御則 (C–8), (C–9)

と同一であることが証明された 15). 以上より, 最適制御問題

やカルマンフィルタ設計問題に対してもフルオーダのリカッ

チ方程式の解によって構築された制御則に含まれている摂動

項を恒等的に 0に設定することで, 従来法によって構築され

る制御則と全く同一である制御則が構築可能であると予測

できる. この予測が, 厳密に定式化されて, 証明が行われれ

ば, 文献 16)で示されている以下の大変有用な結果 “特異摂

動システムの退化システムと境界層システムを作る操作と,

フィードバックシステムを作る操作が, ある条件のもとで順

序交換可能である” に準じる以下の結果, “ある条件のもと,

特異摂動システムの退化システムと境界層システムから合

成された制御則と, 全次元のフィードバック制御則の摂動項

を全て無視した制御則は同一である” が得られると期待され

る. しかしながら, 本論文では推測に止め, 今後の課題とし

て研究を継続していく予定である.
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