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1. 関数 g(x) = log
1 +

√
x+ 1

2
, (x > −1)の x = 0 におけるテイラー展開が次の級数で与えられることを示せ．

g(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 (2n− 1)!!

2n · (2n)!!
xn

さらに，収束半径を求めよ．

【 解答 】まず, 公式

(1 + x)α = 1− αx+
α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + o(x3) =

∞∑
n=0

(−1)n
α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1)

n!
xn

を考える. α = −1

2
のとき,

(1 + x)−
1
2 = 1− 1

2
x+

(
−1

2

)(
−3

2

)
2!

x2 +

(
−1

2

)(
−3

2

)(
−5

2

)
3!

x3 + o(x3) =

∞∑
n=0

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
xn

を得る.

g′(x) =
1

1 +
√
x+ 1

· 1

2
√
x+ 1

=
1

2x

(
1− (1 + x)−

1
2

)
であるので, (1)の結果を利用して,

g′(x) =

∞∑
n=0

(−1)n−1 (2n− 1)!!

2(2n)!!
xn−1

したがって, xについて 0から xまで項別積分を行い,

g(x) =

∞∑
n=0

(−1)n−1 (2n− 1)!!

2n(2n)!!
xn

一方, cn = (−1)n−1 (2n− 1)!!

2n(2n)!!
とおく.

R = lim
x→0

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ = lim
x→0

(2n− 1)!!

2n(2n)!!
· 2(n+ 1)(2n+ 2)!!

(2n+ 1)!!
= lim

x→0

2(n+ 1)

2n
· 2n+ 2

2n+ 1
= 1

2. 以下の極限を求めよ.

(1) lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2

(2) lim
(x,y)→(0,0)

xy sin
1√

x2 + y2

3. 以下の関数 f(x, y)は原点 (0, 0)で連続か.

f(x, y) =


x2 − y2√
x2 + y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)


