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【 1 】 f(x, y) =
xy2

x2 + y2
であるとき,

fx(x, y) =
−x2y2 + y4

(x2 + y2)2
, fy(x, y) =

2x3y

(x2 + y2)2
,

fxx(x, y) =
2x3y2 − 6xy4

(x2 + y2)3
, fyy(x, y) =

2x5 − 6x3y2

(x2 + y2)3
, fxy(x, y) = fyx(x, y) =

−2x4y + 6x2y3

(x2 + y2)3
.

【 2 】 関数 f(x, y) = |xy| は原点 (0, 0) で全微分可能か.

f(0, 0) = 0, fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0. fy(0, 0) = lim

k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= lim

k→0

0− 0

k
= 0.

したがって,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− {f(0, 0) + xfx(0, 0) + yfy(0, 0)}√
x2 + y2

lim
(x,y)→(0,0)

|xy|√
x2 + y2

= lim
r→0

r2| cos θ sin θ|
r

= 0

以上より, 全微分可能.

【 3 】 以下の関数 f(x, y) は原点 (0, 0) で全微分可能か. 全微分可能である場合，原点での接平面を求めよ．

f(x, y) =


x2y2

(x2 + y2)
3
2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

[2]と同様にして, f(0, 0) = fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0. したがって,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− {f(0, 0) + xfx(0, 0) + yfy(0, 0)}√
x2 + y2

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

(x2 + y2)2
= lim

r→0

r4 cos2 θ sin2 θ

r4
= (不定)

以上より, 全微分不可能. 当然接平面も存在しない.

【 4 】 以下の関数 f(x, y) が原点 (0, 0) で全微分可能となる定数 αの値の範囲を求めよ.

f(x, y) =


xy(x− y)

(x2 + y2)α
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

[2]と同様にして, f(0, 0) = fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0. したがって,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− {f(0, 0) + xfx(0, 0) + yfy(0, 0)}√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

xy(x− y)

(x2 + y2)α
√

x2＋ y2

= lim
r→0

r3(cos θ − sin θ)

r2α+1
= lim

r→0
r2(1−α)(cos θ − sin θ)

この極限が 0になるためには, α < 1.

【まとめ】(x, y) = (a, b)での全微分可能性を調べる.

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)− {f(a, b) + (x− a)fx(a, b) + (y − b)fy(a, b)}√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0

となるかどうかを調べる. 特に, 原点では,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− {f(0, 0) + xfx(0, 0) + yfy(0, 0)}√
x2 + y2

= 0

となるかどうかを調べる.

全微分可能であれば, 接平面は,

z = f(a, b) + (x− a)fx(a, b) + (y − b)fy(a, b)

となる.


