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実数 x, yが条件 x2 + xy + y2 = 6 を満たしながら動くとき

x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y

がとりうる値の範囲を求めよ. (2012 京都大学)

ラグランジュの未定乗数法を利用する.

L = x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y + λ(x2 + xy + y2 − 6)

とおく. ここで, λはラグランジュ定数である. 必要条件として,

∂L

∂x
= 2xy + y2 − 2x− 2y + 1 + λ(2x+ y) = 0

∂L

∂y
= x2 + 2xy − 2x− 2y + 1 + λ(x+ 2y) = 0

であるので, これら 2つの式を引けば, (x− y)(x+ y − λ) = 0.

(i) x = yのとき, x2 + xy + y2 = 6に代入すれば, x = y = ±
√
2. したがって,

(x, y) = (
√
2,

√
2)のとき, x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y = −8 + 6

√
2.

(x, y) = (−
√
2, −

√
2)のとき, x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y = −8− 6

√
2.

(ii) x+ y = λのとき,

∂L

∂x
=

∂L

∂y
= 2x2 + 5xy + 2y2 − 2x− 2y + 1 = 0

ここで, x + y = s, xy = tとおけば, 拘束条件より, x2 + xy + y2 − 6 = (x + y)2 − xy − 6 = s2 − t − 6 = 0. 必要条件より,

2x2 + 5xy + 2y2 − 2x− 2y + 1 = 2(x+ y)2 + xy − 2(x+ y) + 1 = 2s2 + t− 2s+ 1 = 0. t = s2 − 6を代入し,

2s2 + t− 2s+ 1 = 3s2 − 2s− 5 = (3s− 5)(s+ 1) = 0 ⇔ s =
5

3
, s = −1.

すなわち, (s, t) =

(
5

3
, −29

9

)
, (−1, 5). したがって,

(s, t) =

(
5

3
, −29

9

)
のとき, x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y = st− s2 + s = s3 − s2 − 5s = −175

27
.

(s, t) = (−1, 5)のとき, x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y = st− s2 + s = s3 − s2 − 5s = 3.

以上から, −8− 6
√
2 ≤ x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y ≤ 3

《別解》http://www.densu.jp/frkyoto.htm


