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キーワード: C∞-級写像と全微分

以下, n1, n2 ∈ Z≥0 を固定し, 各 i = 1, 2 について, Rni の空でない開集合 Ui を固定しておく.

問 14. (重要) 写像 φ : U1 → U2 を固定する. このとき,

φ∗ : Map(U2;R) → Map(U1;R), f 7→ (f ◦ φ)

が R-代数準同型であることを示せ (講義: Proposition 5.2).

問 15. 写像 φ : U1 → U2 について考える.

φ : U1 → U2, x 7→ (φ1(x), . . . , φn2
(x))

と書くことにする. ここで φ1, . . . , φn2
は U1 上の関数とみなす.

(1) φ1, . . . , φn2
が U1 上 C∞-級であるとする. また f : U2 → R を U2 上の C∞-級関数とする. この

とき, 合成関数 f ◦ φ : U1 → R の偏導関数

∂
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(f ◦ φ), . . . , ∂

∂xn1

(f ◦ φ) : U1 → R

をそれぞれ, f の導関数, φ1, . . . , φn2
の偏導関数などを用いて表せ (連鎖律). また合成関数

f ◦ φ : U1 → R が U1 上 C∞-級であることを示せ.

(2) 写像 φ : U1 → U2 について, 以下の二条件が同値であることを示せ:

条件 (i): φ : U1 → U2 は講義 Definition 5.3 の意味で C∞-級写像.

条件 (ii): φ1, . . . , φn2
: U1 → R がすべて U1 上の C∞-級関数.

(Hint: 各 i = 1, . . . , n2 について, ξi : U2 → R, y 7→ yi とおくと, φi = ξi ◦ φ).
問 16. (重要) φ : U1 → U2 を講義 Definition 5.3 の意味で C∞-級写像であるとする. また p ∈ U1 とする. こ

こで各 η ∈ Tp(U1) について,

(dφ)p(η) : C
∞(U2) → R, f 7→ η(φ∗(f))

と定める.

(1) 任意の η ∈ Tp(U1) について, (dφ)p(η) ∈ Tφ(p)(U2) となることを示せ.

(2) 写像
(dφ)p : Tp(U1) → Tφ(p)(U2), η 7→ (dφ)p(η)

は線型写像であることを示せ.


