
Section 2 i Cwtoff 関数 と その 応用

内容 : 隆起 関数

Cut関数

C級関数の延長



Section 2.li 隆起関数 と Cutt 閃数

設定 : M - (MAI : n.mu

記号 : C ( M ) - ) f : M → R 1 連続 1

0 (MS - If : M → R 1 0級 1

( an ) c CM ) )



Def 2 .

1
. 1 : 各閃数 f : M → R について

。

M における

Suppf に 1 xE M Ifas to I
閉包

nnnr CM

Support of f



Def 2 . 1 . 2 : GM ) - 1 f ECM ) | suppf が コンパクト |

GM) - 4M ) の CM )

GM ) の 元 を M 上 の 隆起関数 という 。

和
、 スカラー倍 、 積 で

Prop 2
.
1 .
3 : GM ) は CCM ) の 部分 R 代数 閉は )

COM ) は一 CM ) の 部分 R 代数

( ただし 単位的 と は 限ら ない )
-

定数関数 n Support は M

Xo



問 i ゼロ で ない 紋 隆起 問、数 は 存在する か ?

M = R の 場合 で も 自明 では ない

整関数 ( a全域 で定義 されて いる 正則関数 )12(なぜ ゼロで
啊 は e と 一致

( will の定理 )

店 : 存在 する ! しかも cut.tt 関数 が 存在する !

( は 意外と やわらかい )
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1
. 4 t.pe M .

R i p の 開近傍 とす

t.beGCM ) が ( p.RS の Cut - Off 関数

民
|
04 がい E 1 し た e M )
.suppb CR and

T .

. p の 開近傍 d . blv に 1
.

(ms vcsuppbc.rs )



Def 2 .
1
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R i p の 開近傍 とす
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動 蠅 !が
" し た en )

、

and

T .

. p の 開近傍 d . blv に 1
.

R

1
×

Pie o M
0

tener



Def 2 .
1
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t.beCc (M ) が ( p.RS の Cut - Off 関数

割 iii !が
いい en )

.

and

閉集合 in Mヨ
v .

. p の 開近傍 d . blv に 1
.

t

Ve suppbc R

R
い礐さ

x

P V
oteceaowe

M

Trh



Def 2 .
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t.beCc (M ) が ( p.RS の Cut - Off 関数

動 蠅 !が
" が M 1
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Def 2 .
1
. 4 : p EM .

R i p の 開近傍 とす

t.beCc (M ) が ( p.RS の Cut - Off 関数

動 蠅 !が
" が M 1

,

and

N .

. p の 開近傍 d . blv に 1
.
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Theorem 2 .
1
.
5

in M

Upe M 、 hip の 開近傍トヨ
b e GTM ) s.t.ba (p.RS の at.tt 関数

Proof of Thin 2
.

1
.
5

Stop I i M - 1が
、 p = 0 の 場合

Steps 、 一般の 場合



n

Step 1 i M = R
. p = 0 の 場合

Lemma 2
.
1
.
6 : C : R →R.tn/ だ し た > 0 )

( t EO )

は R 上 で 糸及

各 r E Ro に対して .lt 1 0 i が) に 1 xe が 1 1は 11 < r 4 と お く
、

Prop 2 . 1 . 7 :
t
re Re

,

ヨ be でしげ ) st .

b は 1 0 . Urloi が) ) の Cut - A 関数

① blx ) i =
iMenu V : こ ひが ( oi が ) と すれば OK

L l ( 11 つ( 11 - fr) tf (r - 1は 11 )
'



Stop 2 : 一般 の 場合 : PEM.rs p の 開近傍 inM をtix.10.U.it) E A で あっ て 以下 を 満たす もの を とる

j たらしく
R

代 の 極大性 の鮎 その よう な ものがとれる )

U、 ( Oi が SC U
-

Prop 2. 1 . 7 より ( o.U.co:1が ) ) の at -A 関数 b。 e (が )

が とれる
、



b : M -) R.am/b。 (せい ) と O )
と お c .

0 ( x 4 0 )

⑧ b ECE (M ) かつ b は ( per ) の cnf -A 関数
定義 で 1 0 と b いい と 1 世 の cM ) は 明らか

。

以下 を 示せ ば T令

⑤ swppb は コンパクト が fuppb c O cr

② b E 0M )

③ た V 私M st.by



① suppb は コンパクト かつ Swppb cs
co cr

まず b の 定義 より

1 a a M 1 ha) =1 0 1
0- これ の 閉包が euppb

= が ( 1 u E U l b。 (u ) to I )

に snppb。 cu )-D = が ( 1で 1が 1 bdu ) も 。 1 )commented
に 注意 する

、

いま suppbo は コンパクト じ b。 t C? (がら ) he
かつ suppb。 c U で ある から これの閉包 が

び ( suppbo ) c O も コンパクト
.

"胴
も
心 : U → 0 は 同相



M が ハウスドルフ で ある こと に 注意する と

が ( swppb。 ) c OCR は コンパクト 閉集合 im M

で あり
、 特に 3 つし EMI が ) も 0 4 C が ( suppbo ) より

oeなの注意から
6 閉と

suppb c げ ( suppb。 ) CO cr も コンパクト

( の証明終 )



② b E 0(M )

いま suppb C O より 1 0
,
M 、 suppb 4 は M の

opencover.fi)

従って 以下 を 示せ ば よい

⑤ bb E CTO ) が bln.suppb
EC (M ・ appb )

b の 定義 より
。 U 上 で

bb = be a = が ( b。 ) e 0 ( 0 )

tar
. 0 → U による 引き戻し

また blm.su
ppb

= 0 E 0M ・ 川が ) (② 証明終 )も suppb の 定義



③ た V 私M st.by

bo は ( 0 .
U . 1 0 ; が 1 ) の et . H 関数 な ので

0 E Vo
。だが で あっ て b

。 1 v。 ミ 1 と なる もの が とれ

t.besuppbo C U、 1 0 ; 1が ) c U より HU
.

Open

V.-.- が ( Vo ) 点 0 点M と おく と

PEV 点M が blv 三 1 か証明 終 )
風



Section 2 .

2 : O 級関数 の 延長

設定 i Mi (M .
A ) : n - mfd

0
キロ 。私 M

記号 :

An に 1 ( On r.in1 0 のか 、 Non ) ELC (Pi が 1 1 1 0 . U . a ) t A 4

ND ( R.tn ) は n - mfd

開部分 多様体



問 : Old ) の 元 は CM ) の 元 と みなせる か ?

Def 2 .
2

. 1 : rest ! : CM ) → では 、
f 、→ fh

( 防い
で いた蜙蠅.𤄃紙で www.

Remark : rest t.com ) → en )

は 全射 と も 単射 と も 限ら ない
.

V
~

まずい (例 Mi S
'

,
r = S

'
ヽ { * 4 )

答 :

"

局所的 に は
"

できる !
~nine



Theorem 2
.

2
.
3 : Up ES .pt TI G2 st

.

restYOM ) s restFOOD in ( V )

( ie 、 the on ) . だ。 CM ) は 、
えに hlv )

点 p の まわり で の 様子 を 変え ず に

E 上 の 級関数 を M 上 の で級関数に延長 できる !



Proof of Th 2 .2 .3 : ( Cut - off 関数の応用 ) の ER を とる
。

Thm 2
.
1
. 5 るり (per ) の Cut -A 関数 be Cat )

が とれt.at- Off 関数 の 足義 ( Def 2 .
1 . 4 ) t )

suppb c s で あり 、

PEV.fm M で あっ て blv 三 1 と なる もの が とれる
。

⑦ the では the 0 (M ) s.t.hlvt.IN



「
h e 0 12) を とる

.

I : M → R を

I は ) : = り
ん は ) ・ b (x ) ( っ( en )
○ ( xctr )

と し て 定める
、

⑤ Ieom ) st.li/v=Ilv



b い ) = I for a e V より Iに hh は 明らか

.IE
(M ) を 示す

.

1 R
.

M 1 snppb l は M の Open Cover な ので

以下 を 示せ ば な
( supplies より )

⑤ the Car) が Ihyj ( M ・ mppb )



まず h E では )
、
b.la E CTR ) より

Ih = h . bbc.com
。

また 定義 より 明らか に

Mmap = 0 E ピ (M ・ suppb )
囮


