
Section 3 i ベクトル 場

内容 、 ベクトル 場

ベクトル 場 の ブラケット 積
、
CTM)加郡構造

、

切断 として の ベクトル 場

ベクトル 場 の 座標表示

ベクトル 場 の 延長



Section 3 . 1 : ベクトル 場 の 定義 、
各種構造

設定 : M = (M
. A ) : n - mfd

記号 : 0 (M ) : = 3 f : M→ R 1 0級 4

End (CTM )に 1 X : 0M ) → 0M ) | 線型写像 I

F 線型作用素
作用素の 和 と スカラー 倍 により ベクトル 空間 と なる

。



Def 3 . 1 . 1 : X e End ( GM ) ) が

M 上 の C 級ベクトル 場 ( 0紱 は今後 略す )

( 場 の ライプニッツ 則 )莉
V t.hc.CM )

、 ftp.fas
も

X けん ) = Nf ) - h + t.la )

(長 ) の積 "/
「

in GM )



Def J . 1 . 2 i IM ) - h XE End (COM ) ) / ベクトル 場 on M 4

Prop 3. 1 . 3 : HM ) は End ( COM ) ) の 部分 ベクトル 空間 、

これから AIM ) に

t.ie 代数
Ioa 加群

の 構造 を それぞれ 定める
。



O Liesで数 の 構造 on HIM )

Def 3 . 1 . 4 : 各 X .
Y e End (CM) について 、

→
LKYJ に X 。 Y - Y 。 X e End (CM)

X.Y の ブラケット 積 とお く
、

(
ie 、 各 fe 0 (M ) について 、

)[ X . Y ] f i = X ( Yf ) - Y ( Xf ) e (M )

Prop 3
.
1
.

5 : ブラケット積 し
、
] は End (0 1MI ) に

t.ie代数構造 を定める
。



Def 3 .

1 .6 ( Lie 緙と 、 n、 空間 仲
。_

結合性
、 可換性 、単位の存在

し
、 J : R代数構造 on g

は いずれ も 仮定 しない

( I . 1 .
J ) が Lie 代数 積

節 (Jacobi 律 )
UX

,
Y
,
ZE は

、

IX. は Z ] ] = 1 1 X.YJ.ZJtlY.lkZB

( も ライプニッツ 則 の 一種 )



Theorem 3 . 1 . 7 : HM ) e IMM ) ) は ブラ リット 積 で 閉じる
。

特に End ( (M ) ) の 部分 Lie代数 と なる
.

Remark : X
、
Y e NMI について

[ X . Y ] = X。 Y - Y 。 X e NM )
nv

cnn.FR
丸 (M ) の元 で ない ので注意



• Ml 加群 の 構造 on HMS

Def . 3 . 1.8 各 fe M )
. Xe End (CMMI ) に つい て

fx : 0Ml → (M ) と おく
。

h H t.WS
m

nnfnも
M ) の 元

Bop 3
.
1 9 :

写像 M ) × End ( (MS ) → End ( MI )

( f
,
X ) い fx

は well - defined かつ End ( (MD 上 の CM)加郡 の

構造 を 定める 、



Def 3
.

1
.

10 ( R加群 )

R を 結合的 、 単位的 、 可換 R - 代数 と する
。

V を ベクトル 空間 と する 。

( ex : com s

写像 e

. R × V → V.la 、
いい→ au が定まって いて

、

以下 の 条件 が
、 (2) 、

13 ) を 満たす とき
、

V を R 加群 と いう
、

条件 が Rx V -) V.la 、
いい au は 双線型

.

(2) Vai
,
a ER 、

「 ひ EV
、 2) で 二 Q 、 ( Gひ )

13) 項 で こ ひ (た EV ) ただし 1に は Rの単位 .



Theorem 3
.
1 . 1 1

H (M ) は End (0(MI) の 部分 M加群

ie.lt fe (M ) txc.AM )
、
扖 ・ HM )

( Hiwti 証明 は 間 単 )



Section 3
.
2 : 切断 として の ベクトル 場 、 ベクトル 場 の座標表示

設定 : M = (M . A ) : n - mfd
。

言己5 : 各 p E M について

Tp M に 1 v : CMM ) → R 1 接 ベクトル atp l
も接空間

*(M ) - 1 XE End 10 (MI ) l ベクトル場 on Ml



Def 3 . 2 . 1 : TM : = 3 (p.us/pEM.UETpM し

た t.AM )
を M の 接束 ( tangent Dundee ) と 呼ぶ

Remark : この 講義 では TM は 単なる 集合 として 扱う が
、

実は TM は 自然
、
な 意味 で 2n - mfd と みなす こと が

でき 、

"

M 上 の ベクトル 束
"

に なっ て いる



叶 3.22 i 別家 s : M → TM が TM の 切断 ( Section )

属 も
pa M 、 沼と TpM st . S ) = (P .D

M の 各点 接 ベクトル が定まっ て いる
、

それぞれ

x

。→ →の 回転
"

を 表す な の Section
と
→ →

で
-_- き ないが 11171に 1 1

the
→が
い、、

→
→



Def 3 . 2 . 3 : Sect( TM ) - 1 s : M → TM | Section 4 とお く
.

Prop 3 . 2 . 4 : si.SE Sect (TM ) に ついて

S. + s : M → TM , p 1→ (p.it ひが )
入 を R.SE Sect (TM ) に ついて

入 s : M → TM.PH ( p , MS )

と 定めれ ば、 Sect (TM ) は ベクトル空間 と なる
。



Prop 3
.

2
.5 名 f t (M ) .se Sect (TM ) に つい て

fs : M → TM.PH (p. HP)で ) と お く
、

この とき

(M ) × Sect (TM ) → Sect (TM )

( f
,
s ) 1→ fs

は Sect (TM ) 上 の 0M)加群構造 を定める
、



これから やる 事 i

NM ) を Sect (TM ) の 部分 M)加群 として 理解 する
、

Stop I : 単射 な CMMI 加群 準 同型
Y : A (M ) → Sect (TM )

を 自然 に 構成 する
、

Stp2 : 像 と ( AM ) ) を Section の 局所座標表示 の 言葉で

特徴付ける
、



Step 1 各 XE NM ) .PE M について

Xp i 0M ) → R.fm (Xf ) (p )
nerve

の

とおく 、 CTM S

Prop 3 .

2
.

6 : Xp E Tp M ( Hint : 定義 )

Def 3
.

2
. 7 : 各 XE AIM ) に つい て TM の Section Y を

Y : M → TM.PH ( p 、 Xp )

と 定める
、



Theorem J
.

2
.

8 i

4 : HM ) → Sect (TM )

X 1→ Y

は 単射 な CM ) 加群準 同型
ry

なぜか を考える 、

HH 示す こと : 線型 性 ie.MY )が Xpt Yp

② 単身 性
( 粉 = M )

( i.e . Up ・ M
.
X

p
= 0 ⇒ X = 0 )[ の では腱で𤎼節 ..tt )



Stop2

Def 3 . 2
.9 : (Section の 局所表示 )

各 SE Sect (TM )
、

1 0
.
U.in ) E A について

、

3系 : O → R ( i - 1
.

. .

.
n ) を 以下 を満たす もの と し て

定める :

n
( 一意 に定まる )

が EO について だ と も 強い 金 )
p

って>
i = 1

S の 定める F
P における

y 、 座標基底 の 一 次結合 で

接ベクトル
書い た とき の 係数



○級 Section を 以下 で定める :

Def 3
.

2
.
1 0 : SE Sect (TM ) が O級

冠 も
( 0.U.tn ) E A

、

「 i = 1 .
i 'M .

h e 0 10 )

Remark : TM に 自然 な O 級多様 体 構造 を 入れ て

M 上 の ベクトル 束 と みなし て いる 場合 は
、

上 の 条件 は
"

s : M → TM が C - map
"

という もの と

同値 に なる
.



具体的 な Section の 0性 を チェック する とき に 以下 の 命題 は 便利 :

Prop J . 2. 1 1 : t.CA を (極大 と は 限ら ない ) ats on M とする

SE Sect (TM) について 以下 は 同値 ( いっ 11。] =A )
i) s は O級

(II)
も
( 0.U.tt ) Ef。 に 1 i

'

M .

T だ E CTO )

Ao の 分 だけ みれ ば OK



Def J
.

2
.
1 2 : P ( TM ) - 1 SE Sect (TM) | 0級Innes

と おく
。

( も 文脈 に 依存 する 記号 な ので 教科書 等 を 警着さ )
Prop 3 . 2 .

13 : P (TM ) は Sect (TM ) の

部分 CTM ) 加群

Hint : 示す こと

① P (TM ) は Sect (TM ) の

線型 部分 空間・

② も fe CMMI
、
いや (TM )

、
fs e PGM)



Theorem 3
.

2
. 14 : P(TM ) = 4 (ACM ) )

この 定理 により AM ) と PGM ) を 同一視 できる
。

A も
代数的 解析的

Roof of Thom J
.
2.14

示すこと
: P (TM ) c と は (M))

② i 4 ( AMD CP (TM )



示す こと i P (TM ) c と は (M))

も s e PGM ) を とる
。 @YiH1MJst.41XSJ-.s

各 f E (M ) に ついて

L

xsf : M → R.PH だけ ) と 定める
.

Claim : He com)

〇 も
(O.U.it ) と A を とる

。

⑤ (刈り。 CTO )
各 p E O について

n

が いい だけに さ ろだいっ嘆い
i い

特に (奸 )に 点強 産 E 0 1 0 )
-

FET 01 0 ) の 元



XS : GM ) → an )
、
f 、→ 竹 と おく と

が e NM ) (場 の ライプニッツ 則 を 確認すれ ば よい : 証明略 )

この とき 定義 より 4 ( XS ) = S
.



Step2:41 AMI ) c PGM )

に XE KM ) を とる
_

き、〇 Y : M → TM , p b (p Xp ) は O級

[ i.ec も ( 0
,
0 M ) Et 、 張 e CTO ) (ii.nl

で
単に 孫 と書く

。もし 0.U.ae ) et

U i = 1 . . . . n
を とる

。

示〇 発 e (0 )
L



以下 を 示せ ば な 令

⑤ 「
p E 0 ,
N : p の 開近傍 im 0 st 、

L 強.lv e 0に )

座標 関数 Ni : 0 → R
. p が邶 ) の 第 i 成分

"

を 考える と
、 Ni E (0 ) かつ 発 ( q )

= Yai は 0 )

Thm 2
.

2
.

3 より p の 開]近傍 V in O と IE OM ) であっ て

た Y = Nil
v

と なる もの が とれる
、



Xが E で (M ) な ので
、
以下 を 示せ ば た分

③ (Xi )に訓 v

以下 の 定理 を 使う :

Theorem J
.
2
,

15 Mi n.mfd.PE M と の J
.

た、 た e (M ) と し 、

「
V .

. p の 開近傍 n M st.f.lv = 扤
」

を 仮定する 、

この とき 任意 の ひ E た M について で(f ) こ ひ した )



Vqe V i と J .
が甽 は定義されて い なかった

、

(Xi ) (q ) = Y で
その 代わり に XTeam ) と

考え た
。

こ Yai ( a : Thin 3 . 2 . 15 )

= 蝥 (q )

特に ( XI )は強 ) に 四



補足 ! なが
、
2 . 15 の

'

エ
ひ し た M を とる

。

h こ た ー た E 0 (M ) と お く
、

* V 上 で ゼロ

⑤ ひ ( h ) = 0
.

( p . V ) について の Cut - off 関数 b e GTM ) を とる
.

定義 より h = ( 1 - b ) - h
nrnn

も V 以外 で 常に 1
, p の まわり で ゼロ

従って ひ しん ) = u ( いかん )

こ ひ ( 1 - b ) - h (plt ( 1 - b ) ( p ) ・ ひ (h )
nrn dernier

= 0 0 0 図



いま HM ) は ブラケット積 [ X
.Y ] = KY - Yo X によって

t.ie 代数 に なる の で あった ( Theorem 3
.
1
.
7 )

同型 4 : HIM ) の NTM ) を 通じ て

MTM ) に も Lie 代数 の 構造 1
. ] が 誘導 さ れる

、

Prop 3. 2 . 1 6 : X
、
YE PGM ) とする

、

( O.U.net を 固定する
、

この とき 琰に 卦張譏・

一 張櫽 )
nnnn nine ~

mains

Et TA
0 10) の 元



ブラケット 積 の 気持ち :

"

ベクトル 場 に 沿っ た 点 の 動き
"

について 考える .

M = R
'

X = 前
、
Yi 年 の 場合

y "

X に 沿っ て t秒動く
"

と

T T t t t p
→ X

"

Y に 沿って た 秒動く
"

→ → → → → → i ×
おおい おおお は 可換
の T T T T T -D [ KY ] = 0→ →→ → → → x

お おお おが→
お おおが一円



M = が X = h
.
Y = 一信、

t 喙 の とき

11"

X に 沿っ て t秒動く
→-_-や → → → X

と

も→ ←-4→ → → →Y ''

Y に 沿って 七 秒動く
"

→ ETTTT
→が やま→ → → は 可換 で ない

、ト、 →⇒⇒ →な→ nnn

→ _わ→ →→ → どれぐらい 非可換か ?\
as

を 表し た ものが 1KY ]



P
" in> e. . .

.いや
この ベクトル の

"

極限が

Yp I n

[ KY Jp

.

し、!
"

p



Section 3
.
3 : ベクトル 場 の延長

設定 i M = (M
.
A ) : n - mfd

Shn M
i 開部分 多様 体 と みなす

.

Lie代数
の

記号 i LAM ) の P (TM ) : M 上 の ベクトル 場全体
AIR) = P (TS ) R

各 PER について T.PE Tp M (対応 は 包含写像

の瞼渦 )



Def3 .
3
. 1 : 各 X t PGM ) ( X : M → TM と みなす ) に つい て

P に ( p、 Xp )

XY : r → TR
, p 1→ ( p , Xp ) と 定める

_

( Xp E Tps の TpM と みなす )

Prop 3 . 3 . 2 : t X e PGM ) 、 Xlu EP (TR )

更に rest! : P (TM ) → P (な ) . X 1→ Xlu

は t.ie 代数準 同型



Remark : 一舟文 に は

rest! : P (TM ) → Mr )

は 全射 で も 単射 で も ない
.

Theorem 3
.

3
.

3 「per . N :

p の 開近傍 im 2 st .

a
rest( PGM ) s restf

T.rs/Hinf:Thm2.2.3と 同じ アイデア で 証明 できる
、

点 p の まわり の 様子 を 変えずに

R 上 の ベクトル場 を M 上 の ベクトル場 に延長 できる !



次の 命題 は 後々 ( 微分形式 の 外微分 の定義 ) 使う
。

Cor 3 .3
.

4 t.pe M と し
、 び

、
一

、 W e Tp M と する 。

この とき Xi
、

一 に

、 Xk E H M ) で あっ て

り (Xi )p
= び (t.li . k ) かつ

[ Xi
. な Jp = 0 で ij = 1 i . k )

と なる もの が 存在する
、

次の ページ に Hint あり



Hint : 1 0
, U , a ) et with p £ 0 を とり 、

まず O 上 の ベクトル場 が ( i = 1 . . . . n ) と し て 上 の よう な もの を とる
、

n具体的 に は び = I.ae画)
p

と 表示 し た とき
、

l= 1
n

パ : O → TO
, q ↳

(q 、 T.ae 庭b ) など と する
.lt

この とき 1が
、 Xf ] = 0 に 注意

。

その後 Thm 3
.
3
.
3 で M 上 の ベクトル場 に延長すればよい

風


