
たた_
|

ベクトル 空間 の 交代城 と 瓔 擬しベクトル束 の 一種 )
P ( TM )- h X : M → TM =財M| 0級 sections

と ベクトル 場 の なす 01M| 加群 と みなせる

( Section 3 . 2 )

、、

k 次微分形式
"

の 解析的定義 に 必要 な ベクトル束 は

べ けMY = だ。 t.MYwu
A

ベクトル 空間) TM の 双対 TM
"

の k 日外積



内容 ベクトル 空間 の 双対 空間
双対 基底

ベクトル 空間「 上 の 交代形式

交代形式 の 外積

交代形式 の なす ベクトル 空間 の 基底



34. 1 : 双対空間

設定 : n E た。

V : n - dim' l Vector Space / R

NIE : 写像 の : V → R が 線型汎関数

莉 の は 線型写像
(her functiond )

Def. 4. 1
.

2 V : こ く の i V → R llin functionalt

(は と 書く 流職 も ある )



p4.li : W は ベクトル 空間
、

和 i の + f : V → R

v 1→ の (ひ ) + f (v )

スが 一 倍 : N : V → R

v 1→ X . の (ひ)

( t.fr で 、
X ER )

ベクトル 空間 W を V の 双対
_

空間 という
、



O 双対基底

( V は 有限次元 )
Q : W の 次元 は ? と して いる

。

A : dim Ven ) と 一致 !



設定 : B = 3 e. . . en 4 : V の 基底

Def . 4 . 1 . 4
W
. .

. .

. Wn : V → R を

Willi ) = 1

wi ( v ) = Wi ( たej ) こ だがなどが ,
n

( ただし ひ E V に つい て ひこ たけな と し た )
と定める 、

T.eoi.SBY-lw.int は W の 基底

こ の か を B の 双対基底 と いう



R.fofthm_4.SE

示○
( 1 ) wie Wie . Wii V→ R は 線型 じ に 1 . . . m )

(2) が ン = 3 m 、

一

、
w
、
4 は 一 次独立 n い

(13) Span - B = W

(1 ) は easy
(2) を 示す

、

(G .

. .

. G) ER
"

に ついて たCi Wi = 0 と する 、

示○ (a - - G ) = 0 ie.lt i = 1 . . . . n ,
C i = 0 .

l. で、で がたた。ただ いただいた



(3) を 示す
。

⑤ もの E V
、

ヨ
( C . . . cm ) e が st

.

d = E CiWii= 1

な e W を とる

.ci
: = の (ei ) ( i = 1

.
.
.

.
m ) と お く

.

き、○ メ = 匚Ci Wi i.e.tv e V
、
の (ひ ) = EC、Wi (い )

i

Uve V を とる
.
v = I.de i とおく

、

i

の (ひ ) = の に aiei ) こ I Nei ) = Iが Ci

Ieiwiw ) に EC 、 ?
i 囨

、



Example 4. 1 . 6 M = (MA ) :
n - mfd

P E M
とする

。

接 空間] TM は n - dim' l Vector Space /R

~や 双対 空間 (TM Y も n - did Vector Space 仲

f e (M ) と する と
、

dfi 万M → R
、
ひ いひけ )

は Linear functiond
、 つまり dfp ETMY



( O.U.lu ) E A with pe O
を 固定する

、

B に は州 にい n
は TM の 基底

Def 4.17 双対基底 か を

お = 1 (di )
p
に 、

.
. .

.
n

の よう に 書く
。

( 記号 の 説明 )

は り (da )
p
: TM → R は 線型 で

t.tl?g.)il! たか と なる もの



34.2 交代 形式
設定 : V : n - dim'l Vector Space 仲

Keto
,

1
,
2

、
一 一

、 n c 区。

1型。 1 写像 w : Vxixef → R

k

が V 上 の k 次交代形式t
( 1 ) w は 多重線型
&

(2) w は 交代 的



1土州(再掲 ) 写像 wivx.net → R

k

が V 上 の k 次交代形式
い w は 腫線型
i.e.tl こい

、
k

(各成分 で線型 )
w ( u , b ,

i

, Ver . も tbvl.ve 、

一

lk )
& P = a www. '

i
.

. VK ) t bw ( に 、

一 一

、 Ve
'

、
一 - VK )

でa.be RYU 、 一- Ve
,
Ve
'

,

- VK EV )

(2) w は 交代 的 ( 入れ替える と - 1 倍 )
ie.lt oe た ( k次対称郡 )

( W (ない ) i , Van ) = がG ) W (V 、
一 - VK )



たとえば
Remote W : V 上 の 2 - 2人 交代形式 につい て

い い

W ( v , w ) = W ( v
,

0 ) t w ( o
,
w )

の よう に は なら ない !

Remark '

-

この 講義 で は k = 0 の とき V × _ × し
-_- R

と 定める
。

○

特に "

0 次 交代
一一

航[ on
V

"

と は

R から R へ の 線型写像 の こと を 定める
、

-



Remarks : 1 次交代 形式 on V と は

V 上 の Linear functiond の こと
、



Example 4 .
2
.
2 : V :二人元一 と し

、
B = 1 e . . e 1 : V の 基底 と する

.

cgi V
× V →

Re!(
cez.de

) は det (怒 )
と する と

WB は V 上 の 2
_

次 交代形式
、



交代形式 の気持ちいい
原点 から 生え て いる 向き の ついた

"

K - 六 元 平行四辺形

に対して 、
それぞれ 実数 を 対応 さ せ たい 、



w : 2次交代形式

に_は 、

フ Hwan ,

ii



w : 2次交代形式

ifwf 1-) www. )

がない
www.sd~E?w( = 2 www. ) )



Def 4. 2 .

3

W : = 1 V 上 の は交代形式 4

とお く
、

1を韭 べじ = 1 R → R 1 線型 I = R

が .

. w



エが 4 べ じ は ベクトル 空間仲

和 : w.tw?:VxjxyV → R

( V, . . UK ) HW.lv、
_ .lk) t W、 (Villa )

スカラー 倍 の 入 w : V x . . x V → R

(y . . V k ) 1→ 入 ・ W (K ・ ・ Vk )

( ui.wz.ws べじ
、

入 e R )



Q : べ じ の 次元 は ?

A : ( P ) に こ

れ
た。州

( if Ken )
、I

。 け kiii
,Ken の 場合 は 次節 で 基底 を 与える ( n = dim V

ksn の 場合 は 次 ページ で 議論 する
、



Theorem 4
.

2
.
5 W E べ じ

, U .
. .

.で、
e V と する

.

この とき W (ひいい 、
ひ

、、 ) =1 0 ⇒ ひ、 .
. i

, y は 一 次独立

Cor 4 . 2 . 6 k > n と する
。
この とき べん = o

Proof of Theorem 42.5

対偶 を 示す
。

でい た が 一 次従属 で ある と 仮定する
。

き、〇 w (U .

. .

.U ) = 0



き、〇 w (U .

. .

.U ) = O

いる Mi 、 と は 一 次従属 な ので

iot て い
、
KI と ERI.io で あっ て

ひ、い た。9 i た と なる もの が とれる
。

次 の Lemma を 使っ て W (ひいい 、 Uc ) = 0 を 示す 。

Lemma 42.6 i

wefhui.ir、 e V と する
_

で もj に ついて ひい た と する と
、 w

(ひ
、 、

一

、U ) = 0

で w の 交代性 から 明らか )
( t R が 標数 も 2 )



W ( ひ、 、
一 一

、 tk ) = W ( ひ、 、
一 一

、 ひぃ 、 長さでい た。+1 、

一 ・

c を )

= I Qi W ( ひ、 i.tt。. . . で 、 たい 、
一 を )JED iだ。

多重 線型 性 terrestris

= 0

Lemma 4
.
2
.

6 より O

風



34.3 に 交代 形式 の 外積

設定 i V : n -dim
'

l Vector Space CR

k. l = 0
. 1

,
2
.

. .

.
h を kt len

となる もの と する
。

外積 、 (だい かい ) → だい
( Wi , Wz ) 1→ We ^ W2

を定義 しよ う



w. : k 次 交代 形式
w. : 1 次 交代 形式 と する

。

13.型1 : w.nu : V × _ × V → R を

-
各 (h ・ ・ Vee ) E V x . . . x V に つい て

(w 、
ヘ W

2 ) ( V 、
一 VK.ie )

1
=

花!た。!
は )Wffeife)Wzhihnnnnntt

R と 定める
、



Example 4. 3 . 2 :

k = l = 1 の とき

W 、 n Wz ( V . . b ) = W 、 (VII Wa (b ) - utu )はい )

。

。い

ー
! Recall : いかにいいか

の とき

ii. Va の 定める 平行四辺形
"

の 面積 = 1 aol.be I



防 が : www.c.tw

Rp4.net i W 、 n Wz = い Y

www.ROP43
'

ーー

'
5

(w.nu ) に、
-_- Vktl )

-

1 ... K H ・ ・ ktl )= Lo sgnli.ij.ge W 、 (V.it 、 Vik ) Wz (Yi 、

一 一

、 Y )
1 と し 、 くにぐ く Ike Kit )

nnhhhe

renren.nl
と jlcjzc.ie je E ktl 0\ R
ii. . . ikhwlj.gl = 1 1

、

一 ・

、
kelh 並び方 を キレイ に し た



Example 4 .
3
.
6

V : 三沢元一 と し
、
B = 1 e . . G 1 : V の 基底 と する

、

お = 1 W. . ml と する と
、
www.EVに べん

iii. .

. v × V → R
w 、嚠環 )

a. bei I→

t.de ) - m (影喂 )
= aol.be

= det ( と 別

特 に W .
n Wz =

Wp E W ( cf Ex 4. 2 .2 )



Rop4.3.ee? ( べん ) × ( fr ) → Y v
( W. .

W 2 ) H W 、 へ Wz

は 双線型
i.e.caw 、 tbwi ) へ Wz = a (W, n Wz ) + b (Wine )

W. へ ( aus t bwi ) = a ( W ,
n Wz ) + b (un WI )

( a.be R.ae べん
、
used W )

Robt 外積 で べ は issociat.ie
"

I.li (W , n Wz ) へ W
。

= W 、 ヘ ( Wa へ W」 )

( W.
e

'が
,

with use べ に ktlts En )



N

Cor 4.39 のべ で は 外積 について R代数
に 0

(外積代数 on じ )
も

Cor 42.6 より じ = 0 for
any k

っ い



Prop 4. 3 . 8 より れ
、

いい

、 dk E W に つい て

み へ の 2 へ . . へ のk E べ ん
が定義 さ れ t.lk : n )

Roto
V ,

. . . Vk E V に つい て

( an . . へ のいい .

. .

.
いい 間 に!が 氵さだ!

Hiwti 帰納法 t Prop 4 . 3 .5



Theo3.CI/B=3e.i.e.l:V の 基底

が = Im
.

. .

.
Wnt : B の 双対基底

k = 0
,

1
.

. . n を 固定
。

この とき

べか 。 = } Wi , ^ Wiz へ 一 - へ Wik | 1 と i 、 く たく ーー く たいnf

は ない の 基底

特に dim べ ん = (で



Proof of Im 4
.

3
.

1 1 :

⑦ の べか は 一次 独立

し ② べか は べん を張る 。

以下 簡単 の ため

(M ] i = 1 1
,
2
.

. .

.

h G

(兜 ) i = 1 I c [u] | # I = k 1 と おき
、

(ツ)
e

各 I = { i . . . . . i 、 4 ( I 、 くし く ー 、 くに ) に つい て

WI に Wi
.
n .

. へ Wi 、 と おく
。

この とき べ か = 1 m II EMI ) I に 注意 、



① べか は 一次 独立

e R に 、y )
で あって IG WI = 0 in

べ じ と なる
I

もの を 任意 に とる
。

き、○ t I
, G = 0

4 1 e (兜 ) を とる
、

⑥ G = 0



以下 の Lemma を 使う

Lemma 4,3 . 1 2 I = 3 ii.i.cl ( i.c.r.cic ) と する
。

この とき 各 I' E (兜 ) について

( if ] = I )
Wi (ei.i.li ) = イ ! ( if て は )

に Prop 4.J.co )
は

O = (Iain)にい e.ie )
で

一、 ただしwileii.li ) = AI
の 証明終



② べ が は べ ん を 張る 、

W E べじ を fix

⑦ TG e R た 。p ,
st.hr i EGM

各 I = 1 i . . . . . id E (兜 ) ( i 、ci、 いいと ) について

G : = W (G . . e ) E R とおく
、

き、〇 w = IGWII



ひ、
、
一

、 を E V を 任意 に とる
.

⑧ www.tk ) = IGN (ひ、 iida )
I

各 j について

y. = 点 w.jp eij に 注意
nnn m で〇 すWii 、 Wn 4 は
n

の

R V 1 ne
.

.
.

.
で の 双対基底



これ より
www.tk ) = W ( I wi.lu ) ei 、 、

で

、 長 Width )で、 )i.

w の 交代性 と Thm 4
.

2
.

5 点 MM ) - Wit ) wlei.i.eu )

で

こ、点、はがしのWii Wii での川 ) wleii.eu)
二 点 (Wii へ Wie ) ( M .

. .

. W ) ) wlei.i.ec )
Ehrhnnnnene inversion

Wz (V. . . . .lt )
"

G
= エ G Wz ( V , i , VK ) で 防 4.J.co )

を
囮



( 追加 スライド )

V の 基底 の とり 換え について

設定 : B = イ だい
、
B
'

= 1
、
ei 4 V の 基底

.

n

各 i について Ei = E Pj な と 青く
、

j い

P = ( Rj ) i.jli.nu おく (基底 の 変換行列 )

が 二 らw.i.wnl.BY = 3 Wi. . .

,
Wi 4

.

B
. B
'

の 双対基底



記3 : (こ ) に くらい .nl の k 点 部分集合 と

各 I : = 1 ii.li 4 E (兕 ) について

( i 、 cn.ci k )

WI に Wi 、 ^_^ Wik
e べじ とおく

、

Wii = Wii へ い へ Wii、

また I.IE (兜 ) に つい て

Rj ( Pij ) iは 、 jej
とおく ( 小行列 )



Theorem 43.13 Ie (兜 ) を 扖
、

この とき

は = E@etPz.j) wg
JE (兜 )

G 4 .
3
.

14 ( kin の 場合 : 積分論 で 必要 )

(www.n.nu/n)=(detP).(win..nwi )



Roof of The 4 .3 .
1] i I f ( 兜 ) を 扖

は E べ じ で あり

う wj l je (兜 ) 4 は べ じ の 基底 である から

( Then 4. 3. 1 1 )

WI こ た側 G
Wi ( GER )

と 一意的 に 表 な 、

⑦ 町 に 倒 、 G = det 町



V j e (兜 ) を とる
、

⑦ G = dt Bj

Lemma 4
.
3
.
1 2 子 ) J = Iji 、 jielj.ci <J )

と書いた とき
、

各 J ' E (兜 ) に つい て

1 i ( J = J ' )wglej.i.ge ) - 1 6
( j =ば )

に 注意する と
、 G - WI (ej.i.GE )



⑤ w.ly?.....eji)=detR.j

左辺 こ (Wi , n . . nmi ) Cgi i . EJ )

=

at恌が i で !なり に 防いいい
wi.ly ) - -

Wide )

= det ( 多・
・ ・ Pijk

隊 、 p 、詠
) = det Rj

四、

( r : wilej ) = Pij )


