
Section 6 : 微分形式 と その 外積

微分 形式 の は事 。

多様体 の 各点 で
、

接空間 の 交代 形式 を 与える
。



定義が 簡単 、
抽象論 に 使いやすい

内容 :

D

微分形式 の 代数的定義

微分形式 の 解析的定義

に
意味 が 理解 し やすい 、

具体的 な 計算 に 使い やすい 。

微分 形式 の 外積



Section 6 . 1 : 微分形式 の 代数的定義

設定 : M = (M
.
A ) .

. n - mfd
K E Zz 。

記号 : CTM ) : M 上 の 級関数 の なす 可換 R代数
積構造 に I ) CMM ) 加群 と みなす

AIM) も P ( TM )

M 上 の ベクトル 場 の なす CMM )加群



k
E k回 直積

Def 6.I.li w : AM ) → AM )

が k次微分形式 on Mdef
←> ( または differential K - form )

K

w : NM ) → 0M ) は

多重 CTM ) 加群準 同型
(各成分 で GM ) 加群準 同型 )| 箭 交代 的
( 成分 の 互換 で 十 倍 )

( 0M ) 加郡 HM ) 上 の

い

k 次 交代形式
"

の こと )



Def 6.l.li w : HM )が 0M ) が K - form
on M

(再掲 )
def k

←> W : AM ) → 0M ) は

多重 CTM ) 加群準 同型僞 交代 的

K K町 6
.

1
.
2 : AM ) i = 1 w : HM ) → COM ) lw は k.fm 4

Prop 6
.

1
.
3 : べ (M ) は AM ) 加群
ただし

、
和 、 スカラー 倍 、 関数倍 の 構造 は 自然 に定める 、



Section 6
.

2 : 微分形式 の 解析的定義

設定 : M = (M
.
A ) .

. n - mfd

K E Z 20

記号 : TM : p EM における M の 接空間「

TYM : = をMY : TM の 双対空間

MM : = 1 TM 上 の k 次 交代形式 4 : TYM の k 回 外積



叶 6.2.li
K k

へ TVM - 1 (p.nl PEM.ae へ TIMI

(余接 束 でM の k 日 外積 )
に 品 や だい)

Remark TVM に は 自然 な 0級多様体 構造が定か 。

M 上 がベクトル 束
"

の 構造 が定まる こと が知られている
。

この 講義 では 単なる集合 と みなす
、



叶 6.2
、
2 : 写像 s : M → べ でM がべTM の Section

然 に PEM 、

ゴ
のド べだM st.sk ) = (か のが )

M の 各 点 で 接空間 上 の 交代 形式 を 定める
。

K

Def 6 . 2 .3 : Sect ( へ TVM ) - 1 s : M → べ TM I Section 1

K

Prop 6 .
2
. 4 : Sect ( へ TVM ) は GM ) 加群
ただし 、

和 、 スカラー 倍
、 閃数倍 は 自然 に定める

、



K

0 - Section of へ TM を これから 定義 する 。

Def 6 .

2
.
5 : 各 pe M.CO 、 U , a ) t A with PEO について

( cf
、

Thm 4.3
、

1 1 )

TM の 座標基底 化前 )がいn に対し 、

TM の 双対 基底 を l Wai )p 4 にいい
と書く

と の と し た I = 1 i
. .

. .

.
ide (兜 ) : = 1 1 1 . . . . n 4 の k 点 absets I

( i.ci 、 c.ec ie )

に対して も da )
p

: = (da 、 pn (du )p _̂̂ tid
と おく と 、 1 やhpl IEP ) と は べ だM の 基底

.



叶 62.6 ( Section の局所表示 )
K

Se Set ( へ TM ) 、
(0, 0 . I ) EA と する

。

この とき

ydm : O → R ( Ie (兜 ) ) を

メド を灥(p ) は物 でPEO )

が 成り立つ よう に 定める ( 一意 に定まる )
.



Def 62.7 se Sect ( べ TM ) が 級

で も
( 0

,
0
. a ) t A ,

E 0 10 )

は 6
.
2.8

な E (兜 )
慆 ,

k

P ( へ TMに す se Sect HTM ) 10級 1

Prop 6.29 P ( べ でM ) は Sect (べ でM ) の 部分 0M )加群



Prop 6 . 2 . 1 0 K = 0 の とき

各 PEM について ペ だM = 1 の i R → R 1 線型 に R

と みなす と
、

ペTM - M × R と なり

Sect ( ペTh ) を す s .

. M → R 4

u u

P (ペでM ) - 0M ) と なる
。



Remark i k : 1 の とき

各 p M について h TYM = TYM に 注意 する と
、

べ でM = TM
、

特に P ( べ び ) = P (TM )
.

K

Prop 6 . 2 . 1 1 k で の とき P ( へ でM ) = 0

l. : Cor 4 2 . 6 より べだが 0 )



Theorem 6
.

2
.

12 以下 の 対応 4.4 により CMMI 加郡 と して

べ (M ) と P ( べTM ) は 同型
でがるな艇 で数的 蓏的中i P (べでM ) → べ (M ) 、

s H WS
、

ただし
、

WS : HMM 0Ml
、
(が、 Xk ) は WSK 、 一派 ) i M → R

PH の訓が州州
4.、 べ (M ) → P ( べでM )

、
WH SW

、
ただし

SW i M → べでM.PH ( p 、 Wp ) 、
Xi が狐 )

Wp : したが→ R .

1が
、いい (w (K

.
. .

.
K. (p ) | with (Xi )が び )

と する



K - form の 気持ち :

1 1

M 上で 向き 付け られた 微1-nnnnill.mn に 定数 を 対応 さ せない

Cy

○一週 :篚鷹対応

Lett>



Exb.2.cl3 5 : = 1 位 ) に R
' l が+4た が 1 1 と する

、

各 p E ( R
'

について

Tp5 を
「

R
'

における P の 直交補割間
"

と 同一視する
.

ここ で Tp 上 の 2次交代形式 0Ha※

を(
縦ベクトル 3本 を 並べる 。

(WH。 )p (v . W )
= t ( p v w ) ( v.hr : p と 直交する がの ベクトル)

12

Tp52

この とき W
Har

: 5 → べで5 は P ( ATM ) の 元
P H (WHeer)p ( つまり 2 . form )



Section 6 .

3 : 微分形式 の 外積

設定 : M ン ( M . A ) in.my

記号 i で ( M ) で PHTM ) :

M 上 の K - form 全体 の なす CNM ) 加郡
( k E た。 )



Def 6.3.lk.la た。 と し
、

W. E P (べでM )
、
Wz E PHTM ) とする

。

( Wii M → べ TM
, PH (p .0分 ) の ように歌 )

このとき
W 、 と W」 の 外積 W.net P (YT ) を

w.us : M → Ya
, PH ( p.co.jp#p)nnn

と 定める
、

性が非自明 各点 で 交代形式の 外積
の

件、 Def
.

4
.

3
.
1 )

を とる
.

Prop 6
.

3
.
2 i 上の 定義 は 岬興



Prop 6. 3
.

2 の ため の Lemma や

Lemma 6
.

3
.
3 : Def 6.3 、

1 の 設定 で ( O.U.lu ) ef を 扖
、

このとき 各 1 E (して ) に つい て

oge
次ページ で定義

j.、 o → R
, pts

-

gn している )拙がか惟誠 )

は、1 )
Lt
nnnn

で は 1
. の悝 )

with In 3 =0.INなる

W.へWz
とおく と (Wine)p

= IJ (p ) (AK )
p
( YEO )

な娘) 制



. 1 .
I

ただし
、

1 = イが 、水 を ( jlc.cl

そこ が
、

-.-

、お が e . . j ,
with ではい 0

について

I、 U た = 1 i , . . .

.

I Keel ( i
,
c . . c Ike ) と書い た とき

gn はい たに gn した ijたな と する
。

( お U ら を 昇順 に

ROP 63.2 は Lemma a 」 から 従う 。

並びかえる とき の 符3)



Prop 6 .
3
.4 : k.de た。 と する _

w. e にべでM ) の べ (M )

Wa E P ( NTM ) t NM )
と し

、

w. へ Wa E P瓞でM ) のべ9M ) と 考える
。

このとき で"M ) の 元 と し て W、 n Wz を 表す と

ktlw.nu: AM ) → 0M )

( Ki 、KI 忒た。!
(の W. 1がい ない )wdhani.hu)
inherent nonsense

の

cm
H.it べ (M) と P (べでM ) の 対応 に戻る



Prop 6 .
3
.
5 : @べ (M ) まで? P (だい

は 外積 により 結合的 R 代数 と なる
。

H.it : の 外積 は 双線型 Prop 43.7

② 外積 は 結合的 ( p.pe 」が従う )


