
Section 7 : 微分 形式 の 外微分

Recall : fe M ) - P HTM ) 0 - form
(Ex 5

. 1 .4 ) について で外 の数分
"

し て

dfi.AM) → 0M) . が 対 1.fm を 得た
-が"

外側で は 1 - form

や d 事 : 上 の 話 の 一般化 i

K - form で外微分
"

し て い ) - form を 得る
nn



気持ち : W を 1 - form と する
。 (接ベクトル を 実数 に

( k = 1 の とき ) 変換する )

2 - form dw を 作り たい (微小 平行四辺形
を 実数 に 変換する )

だ
- に し cd

^

だ

> idwtu.es )
•

ひ
、 p

p
: = WIItghtwyiltwf.us

"

と 定めたい
nvn nnnn

? ?



難 点, if
"

は
"

V
、 そこ に 沿って 平行移動 し たもの

"

mn

と し て 定義 し たい ところ で ある が
、

で

平行 移動 "

は 自然
、
に は定義 でき ない

。

vnnnr
Thm 6

.
2
. 12

ア、代で ベクトル 場 を 考える ! (代数的定義 と 解析的定義 の 対流 を

使う )



内容
外 微分 の 代数的定義

外微分 の 解析 的定義

微分形式 と 外微分 の なす 銷複体

外積 と 外微分



Section 7.li 外微令 の 代数的定義

設定 M = (MA ) .

. n - mfd

k E た。

記号 i

べ (M ) : = 1 w : HM )ら (M) | k - form I

( 多重 CM)加群 準 同型

交代的
" )



叶 7.l.lk E た。 と する 。

d = d : べ ( M ) → ベ '

M ) . W 1→ dw を

dwi.AMが→ 0M )

( Ki
、
狐 ) 1→

「だい が Xs W (K 狐 )
に 1 Xs を 抜く

t 号 などがない が 、 㡡 )
1 と Ektl

they
^ へ

ベクトル場 の Xi Xj を 抜く
ブラケット

命 が 2 : 上記 d は well defined が 線型 。

(Section )



d :べが 尃笹defined
Prop 7 . 1

.
2 の 示す こと -7

① 上 で 作っ た Uw "

が t.tl form を 定める 。

1 t
"

が 多重 0M )加郡 準 同型
は dw

"

が 交代的

② d の 線型性 ( 筋弾 )
しややこしい だけ )

① のみ ここ で は 紹介 する
.

簡単 の ため k : 1 と する ( 一般 の 場合 も ほぼ 同じ )



「
We A

'

(M ) を とる
、

⑤ dw : AMR → 0 1M ) は 双 CM 加郡準 同型
i.ee

g
第 1成分 について Ml 加群準 同型( 第 2成分 について GMI 加郡準 同型

以下 で は (a ) のみ 示す ( か も 同様 に 示さ れる )
もYe NM ) を とる 、

⑦ @wI1w.Y ) : HM )→ Ml.Xn@wJlX.Y )

L は CM 加群準 同型 ii な、 𪃹籬 を 保っ

以下 N ) は 省略 、
か を 示す

、

( かんたん )



U fc.am )
、
VX a HIM ) を とる

、

○示 @wxfX.Y ) = f &""
: Lemma 7.13

左辺 = (扖 ) ( w (YI) - Yw (扖 ) - w ( けかい ) ]
にえページ )

= f . ( Xw (YS ) - Y ( fwM ) - W ( f [X. Y ] - Y ) ・ X )

= f . ( Xw 14 ) ) - け ) ・

w (X ) - f . 1 YwM )

nnnnnn.tw ( 1がいい ・ w (X )
nnnru

= f ( Xw (Y) - Yw (X ) - WINDS )

= f dw (XX) = 右辺 図



on Section 3 で やる べき だった けど 忘れ て まし た . .
.

Lemma 7 . 1 . 3 X
. YE H (M )

、

f E (M ) について

は x
.
Y ] =

f.CI/.YJ-(Yf).XTnIm*m蠃影
IX. fYJ = J . 1 × . Y ] t t ) - Y

( H.it i 定義 に 戻る )



Example 7 .

1 . 3 k = 1 の 場合

が WE A
'
(M ) に対して 、

dw : AMR→ 0 M )

(xx) い X.co (×2 ) - KwK ) - w (M .
k ] )

Remak i k = 0 の 場合 : ぺ (MS - COM ) と みなし 、

各 f e 0M ) に ついて df : HM ) → au 」

( Example 5 .
1 . 4 )

X n xf



Section 7.2 i 外 微分 の 解析 的定義

設定 : M = MA )in-mfd.KEZs.co
記号 : P ( べでM ) - 1 MM の 0 - Section on M 9

シベ(M )



W E べ(MI の P ( べでM ) を 固定する
.peM .

M
.
. .

. VK.lk、 、
e Tp M と する

.

(d)
p
( ひ、 .

. .

. e ) e R を 決定 し たい
。

nnennhhnrnnener

K. _
、

、 派、
E HM ) を

り ( Xi )が び ( i = 1
.

. .

. ktl )

[ Xi
、 Xj Jp = 0 ( ij = 1 、 一 、 ktl )

を 満たす もの とする
、

( Cor 3
.
3
.
4 より

この ような もの が存在する )



Theorem 7
.
2

. 1 : 上 の 設定 で
、

Ktl@w7plui.Ua、 ) = 匚 ヒ 1 が y ( w (Xi 、 Ka ) )
に I ^

Xs を抜く
(これを 外微分 の 足義 と 思っ て も よい ) nnnnnn

E CTM )

Example 7.2 、
2 : K - 1 の とく ( We べ (M ) と みなし た )

(d)
p
(ひい た ) = で

、 w した ) - たん (K )
の 気持ち

nnthlht
い

た 一
-

、 w(だ ) - com) - ( W (び ) - WM ) )
は

、
~ い

p
た

W した ) + w (だい w ( ー び ) + w ( ー た )
で一周する )



Proof of Thin 7.a.li
(LHS ) o P (べでM )

11

(d)
p
( ひ、 .

. .

.e . ) = (Cdw ) (Xi 、 狐 ) ) (p ) に Thm 6
.

2
.
1 2 )

NunNun
P (べでい こ (絃が xw (パ 仙 ) t駅がwla.xpiia.IM

じ Def 7. 1. 1 )
= 越がwww.iixai ii

+ てい が wp ( lxi.xpp.ui.ua )
iej でんと

。 じ Thm 6.2
、
12 )

Kt(

こ E いがい ( w (か 、 仙 ) ) = (RHS )
に 1 国



G 7 . 2
.

3 外微分 は 局所 的
i.e.tw E べ (MS

.

0 0 :

Open in M
.

d (wl 。 ) = (dw ) 1 。
い

Tp
Section と みれば

0 上 の 外微分
制限が定まる

、

H.it 接 ベクトル は 局所的



外微分 を 局所座標 上 で 記述する .

Theorem 7
.

2
. 4 : WE べ (M ) も P ( べでM ) と する 。

dw E べ (M ) EP (べTM ) を Section と みなし た とき

も (o.ua ) e t.lt?E に点 ) にしたげな品 )ii.
.
. .

. iil ( i.cr.ciい )

J品 , : O → R.PH も いけ J_i.isい ( p )
s - 1 d Uis



Example 7 . 2 .
5 : k = 0 の とき : ペ(M) に MぺでM ) の OMI と みなす

、

f E CM ) 、
1 0

,
U.it ) に t に つい て

(A)
p
= E (意 ) しか tit ( YEO )
に 1

( 弦。
一
- flo と みる )



Example 7. 2 .
6 k = 1 の とき :

WE A
'

(M) = P(Th )
、

CO
. U .
u ) G t について

、

n

(Section
7.4

「 点弦州 )
が 蝴 (Yeo )

試算 と書ける
.

この とき

た 長さ鸞"
が 譙州がで誰%

D ぎた て導い e )が tit )
-



Roof of The 7 .

2
.
4

V
( 0

,
U
,
m ) EA ,

'
I = が 、

一 一

、
ia 4 E ( たか ) を とる

。

tp e O
( いく . . cin )

○示 J齘 (p) = t いが一発のが ( p )
s dた

。

いま J筎
、
(p )

= (dw )が前 )が 、
1痴) p )

に 注意 する 、



O 上 の ベクトル 場 前 、

一 一

、 前 E ACO ) を

Thm 3
.
3
.

3 ( ベクトル場 の延長 ) により P の まわり の 様子 を 変え ず に

M 上 の ベクトル 場 に拡張 した に意ではない) もの を

金
、

一 一

、
遠 E ACM ) と する

、

( N : p の 開近傍 im 0 st 、
書に 訓 v

か)
この とき

g
通 )

p
= (えわ

。
偏微分 の 交換可能性

[ 事 j Jp = [ 前
、 前- Jp = 0



従って Thm 7.21 より

階。
(p ) = (dw )が前 )が 、

1痴) p )

= 鳶 が「

新紀膩 」 𦹥、 、
1 ) =@

ここ で Uq E V について

( w (影 、

一

、
長

、
) (q )

= Y
(品と 、

一

、
ば

、岾 )
へ と
S

-

)を .si . .
;

.
iといい
ば



ktl

これで ) の こ さ せ が (前に指
、いいs = 1

= 驒が 照學の 四

Gr 7 . 2 . 7 : CO . U ,
a ) e.fi 扖 、

各 i - 1 . . . . n について Uli : O → R.PH U (p ) の 第 i 成分 とすると

dai : O → で0.PH 心先
、

州
の

PKO ) も座標基底 の 双対



Section 7.3 微分 形式 と 外 微分 の なす 銷複体

設定 : M = (M
.
A ) : n - mfd

、

記号 : d = dk : AKM ) → ベ 'M ) : 外微分
( k E た。 )

Theorem 7.3.li も k E た。 , da , o d = 0
.

f
でい ベ 'M ) でmグ繆

に 境界など

で、 im ) でべでん で蜺M )



Cov 7 . 3 . 2 : HyM ) : = Kadyzme は well-defined
mn

XE Thm7 . 2 .4 k 次 de Rham コホモロジー
( なdk.ie KerA )

| を 使う と 簡単) 積令 論 と やっ て から 再度紹介 する 一

百
Thm 7.3 、 1 の 証明 の 準備 :

△_ G 3
.
3
.
4 の 強力 版

Bop 7 . 3 . 3 : PEM と し
、 び

、
一

、 u e TpM と する 。
( 証明 は まったく 同じ )

この とき Xi
、

一 ・

、 Xk E HM ) で あっ て ( うっかり してい た . .. )

|
(Xi )p

= び じに 1 i . k ) かつ

ヨ
V : p の 開近傍 は 、

1が
、 Xj ] 1

v
= 0 に ij = 1i . k )

と なる もの が 存在する
、



Proof of 7,3 、
1 t.tw e PHT ) = ベ (M )

も
pr M 、

「
M
.
. .

. ha 、
E たM を とる

.

示○ ( da 、
( de W ) Y で 、

一 一

、 たい ) = 0 .

K
、

一 一

、 Xm E KM) を

|1 Xi )p こび にいい

ヨ
V :

p の 1開近傍 は、
1が

、Xplv = 0

( ij
= 1 、

一

、 kt 2 )

と なる よう に は
、

( Prop 7. 3 . 3 より 存在が 保障される )



この とき Thm 7.2.lt )

( da ( dkw ) )
p
( ひ、 .

. .

. e. 1

= 黒いが 、 ( Uw ) (k
;

、 陶 ) = @

ここ で dk の 定義 と [ Xi 、 XjN = 0 より
s -1

dw ) ( か
、 がい た けが が w (が 阿

= 1 で て(iii)がいいが、

バル



従って

⑧ = 黒いが 、 ( Uw ) (K.j.X.az ) )
s - 1

= 笘 い がい (たけ
が Xiw (Ki Xが

い た i

iii.がいいか 小
= E (- 1 )

が
い Xiw (Xi Kata )

sas ? ?

+ た、

いが"を Xs w (Xi Xktz )
ii.



= 長がげ が いい 州

- た か w (粘

こ たいが PK が w はいい 、
㷔 ) ) (p )

- ( Xi Xs www.kai) しか
)

こ たいが ( 1 が
、 Xifw M .

. .

.怡 ) )
terre

b
= 0 図



Section 7.4 外積 と 外微分

設定 M = M
. A ) ; n - mfd

の

記号 怘べ (M ) が PHT ) i 外積代数
K = 0

on M

Theorem 7.4.li k.la た。
と し

、 W 、 e べ (MS . used (M ) と する
.

d ( W .
n Wz) = dw 、

へ Wzt ( -1 Yw 、 へ dur

( 証明 は 後 で )



Cor 7.4
、
2 : Ka Zo と し

、 fe M )
、 we べ (M ) と する .

d ( fw ) = (df ) へ w t fdw

( Hits : fzo.fm と みなす と
、
fw = fnw )



Example 7 . 4
,

3 : KEIO
,

We べ (M ) と する 、

(Thm 7 . 2 .4 の 再計算 ) CO . U ,
a ) EA を 扖

この とき wb = I J品 、 du と 赤な
.

IEEE ) mfa.IT P (べで0 )

( ただし id : 0 →だ。

P 的 (Rey 」
)

Cor7.2.JeThm7.4.l.Cor7.4.2tY@wYo-.d(o|o) = I d は的 。 en )
I



こ た ( Gin (Matt Jim - d は da ) )

= 出た鶚 dy )はda ) + J嵐、
. dは甽
=@

ここ で G 7
.

2
.7 ,

Thin 7 .
3 . 1

,
7. 4 . 1 より

d は da ) = d ( chain - n t.io ) ( な ! ! 𡵅)
= 着 が dai.n.in您が de
= o

b



従って
⑧ ことば臖 dy )はda )

I

こ き た。 顎に dyn en )

これは Thm 7
.
2

.4 と 同じ もの に なる .



Thm 7.4
、

1 の 証明 の 準備 i

Lemma 7 . 4 . 4 : WE 1KM ) .PE M 、 ひいっ ない E TM について

メ、
、

・・

、
Xkc HM ) を

1
(Xi )p こび と する と 、

出ない 。

(d)がいい 、 ない ) = iLagい ない」(W (らいいっ ないいり

も
対称郡 の 言葉で Thm 72.1 を書い た



Rof of Lemma 7 . 4 .
4 :

(d)
p
(ひいい 、 かい ) = 越 がい wlk 、 、 Ka ) で Thm 7

.

2
.

1 )
Xs

= 鳶がいけ!㐂! にと したい i た川 )
Xilf) 「KT(S ) = S

researchers
"

で 越景然がgnに ) では Xa : かい) )
にMika )

Xs = as )
ぶ に交代性)

こ だ 品
灬
が 1の ない、 wlsi.X.mn)

L が いいいと? )に
nnernnu

巡回置換 風



Roof of Thin 7. 4 . I

UP EM ,

'
で 、

一

、 Mae , t TM を とる
、

⑦ ( d (W. n Wz ) ) p (ひいい 、 Mali I )

[ = (dw.nw.tl Mundo)、 (nine )

X.
、

一 一

、 Multi EMM ) で

Pak
= M. ( i - 1 . i kdell

[Xi
. XP p = 0 1 ij t.se 1 )

を 満たす もの を とる 、
( Cu 3

.
3
.
4 )



ここ で

( d (W. n Wz ) ) p (ひいい 、 Mali )

I
=

(KT た。eが
しか ない (Wn Wa しない で

、

X。 (en ))

=戎 ! 贏
、
がい

ない ( 忒 蜃 だ
かに) W 、

し たが 、

・・

、
Xないい ) wdhani.kolk.ltいり

に Pwp 6. 3 .4 )

= KEIN!
e た。eyn (TT ) ひで川と し た。いい i た。 (Ken) Wz ( た。いい い ないaan》

ていた l



二 忒 E Sgnはり ない ( w、 (Xがいい 、
X。いい ) Wal がいい 、

ッ がいいたい ) )
がたい

( が ない な 点i 世時 )
= 忒 た。e gn

は ) (ない )Wi ( かに) がいい)W)p し ないいい な(en )f (Wi )p しない 、

一 .milない いない
、

一

、 X.eu



一方 (dw.nwipht.ci Matti )

= 一と し sgnklldwDp1Uoui.itlktnJ@Ymktaii.hkeたい )t)! が al-い

た忒 諒だ」が (だ 言のだがい たが Wi した。いい か。呦)
なばなら ないいで いしいた し

Wp しない、

に

、 ないが)

+
でいけ !な

.ae た。州 gn しない した。いいかのい た。いい ) ) ・

ながの UDP ( ひな例、
i た。en)

Y = kt2.tk



= 忒 馬e 、
和はない、 Wi (かいいぬいい ) が がないいい な ikan )

( o た な や し た ことな )
でらに なり

また か = k+2
.

. .

.
Nil

( ヒ 1 で w、 n
dw

、 ) (ひいい 、 をたい )

= (いけい がい ( dw
、
nw 、 》 (M

.

. .

. Multi )

= い M gn (にいた点だ!!〗 ( dwnw.IM 、
ただ

、 ながい ひいない )
terreur

( - 1M
= www. ) ( ひい たな、

一

、 Multi
,
U i い ない )



前 の 玷諭= www. ) ( ひい たな、

一

、 Multi 」
を i い ない )

ETJ
二 忒 ものでの は )といい し ない

、
・・

、
ないいたい ) ) W、 ( なにが 、 ないいい )

△

= 忒 るのegn は ) Wc し ないi 、 ない川 ( ない、 Wa (がいいKeen ) )

これ より
( d (W. n Wz ) ) p (ひいい 、 Mali )

= (dw.nw.tl funds)
p
(hide ) 四

Prop 43.5 を 使った 方 が 楽 かも . . .




