
Section II : 微分形式 の 積分

設定 ; M : = ( MA ) : n - mfd with Corners

o : A com → 3 ± 1 4 : M 上 の 向き

K k記号 : 1 (M ) で 卩 ( へ TM )

k.fm 全体 の なす (M ) 加群
( k E た。 )

目標 e M の祝

各 W E べ (M ) に ついて supp W が コンパクト の とき

積令 Sm。 w e R を 定義 する 、



指 の 気持ち
M

向き 付き 多様体 ○いっ
t

伽 付き 。 。 o 。

微小平行四辺形
が分割
_

い た
「

まり
各微小平行四辺形 を W に 代入 し て 足し あげ8~enn.sn

pp
W が コンパクト で ない と 有限和 に ならない



難点 : M を 微小平行四辺形 で 分割 できる ?
nnrnrrnrnrnenrun

いつ きれい に分割するのは ムリ 、

雰囲気 i 各局所座標 上で は 分割 できる
_

( リーマン 積分 の 本質 )
M 全体 で は

"

I の 分割
"

を 用い て

-_- 、

各局所座標 上 の 分割 を

U 11

、 全体 で 重ね合わせる
、-.- 、 、

r
' l /

nthnnrnen

一、
、

一
-

e
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Section ll.li コンパクト 台 を 持つ 微分形式

設定 : M = (MAI : n - mfd with comes

k E た。

記号 : べ (M ) - P( べでM ) :

M 上 の K - form 全体 の なす 0(M )加群



Def II 、 1.li 各 W に べ (M ) も P(べでM ) について

Supp
W i = ア p EM 1 Wp キ 0 1

0- M における 閉包

Def II . 1 , 2 :

べ (M ) - 3 we べ (M 1 1 suppw は コンパクト 4

Prop 1 1 . 1
.
3 :

べ (M ) は べ (M ) の 部分 0M ) 加群



以下 O 私 M と する
、

Def II . 1 . 4

べ (M ; O ) - 3 WE で (M ) l suppw c 01

Prop 1 1
.
1
.
5

で ( M ; O ) は AEM ) の 部分 M )加群



以下 の 命題 は 後で 使う

Prop 1 1 . 1.6 各 W E べ ( M ; O ) に
M における Support

0 にがは→ spp (WI。) = supp WSupport

特に べ (M ; o ) → で 1 0 )
、
W 1→ wb

は well - defined

Hint : M の Hmsdorff 性 を 使う



Section 1 1 .2 : G 上 の リーマン 積分

G の 開集合 上 の 関数の リーマン 積分 の 記号 を 設定 し て おく 。

設定 : n E た。 _
n 次元 角付き 多様体

0
キ U i Cm の 開 集合

( Cn に 1 xE 1が 1 つ( i 2 0 で i = 1 im ) 1 )
の e う さ 1 1

記号 :

G ( U ) : = イ fe CCU ) 1 suppf : コンパクト 4
: U 上 で コンパクト 台 を 持つ連続関数全体 の なす

ベクトル空間



U c Cn CR
"

に 注意

Fact II .2 .
1 f E Cc ( U ) 、 f は U 上 リーマン 可積分

Bf 1 1
,

2
.
2 :

I
( U , on

: Cc ( U ) → R

f No . ( f の U 上 の リーマン積分 )
で

( 重積分 = 累次積令 )で

い l

Prop 1 1
.
2
.

3 : Ium : G ( U ) → R は 線型写像



設定 : U . . U.ca 、
U . . U :連結

Open

で U 、
→ U. i 0級同相

で det した )u >0 にue Ui )( dei)で いueu ) )
Ti

、 、
E 社 ( G

with Oui Oui 1 ←→ detはh >0 1TEU )

の、 ・ ま - 1 detはh0 1TEU )



Fact 1 1 .2 . 4 ( 変数変換公式 の応用 )

に f 。 Cc ( Uzl

Ium (熱 - del ) = I.ua 」
( f )

と の i による 引き戻し



secti.mil?: 局所座標上 の 微
ーー

令形式 の 積分

言えた : M = ( M . A ) i n - mfd with Corners

o : ACOM → 3 ± 1 4 , 1 0
.
U , a ) の T

i M の 向き

( 0
.
U
,
a ) e A

com

記号
ベ (M ; O ) に 1 WEN (M ) 1 suppw c 0 1

目標 i / 。。が べ (Min → R
.

w いた。i を定める
、



Rop 11.3 .li 各 W トベ (Mi 0 ) に ついて

き
りう todo ) s.tw = JE da

. n
. . nda

| suppji-sy.pe ) = suppw

HiHi Prop 1 1
.
1
.
6 t Section 6 の 議論

Obsevhation 1 1 . 3
.

2 : 上 の 設定で

と)など e C? ( U ) が supp (がけど こ を ( suppw)
Nhn

F 。
凸 a

で U → 0 5 つ で
→

一つ

による 引き戻し
啊たが くで、 i . .

T咷(なが

た指/ が婀ど )
c でTi



Def II .3 .
2

go.o.si べ (Mi O ) → R

W H Ium (ぜたと )
Nunn

(flu ) c CiU )
の 元

Bop 1 1
.
3
.

3

Joi で (M ; 0 ) → R は 線型 子像



次 の 命題 は 役 で 使う

Rep 1 1
.

3
.4 i ( O.U.nl ) 、

( O ! V.io ) e で"

with On O
'

t 0

We A! ( M ; On O' ) とする
、

このとき
に べMi 0 ) n で M .

.
0
' 丿 )

/0
.の

W = foy , W .

( どの 局所座標 で積分 筒だ )
気持ち : この 命題 が 成り立つ よう に

い

微分 形式
"

と 向き "

を 定義 し た
、



Bop 1 1 .3 .4 は 以下 の Lemma 、 向き の 定義 ( Def. 9. 1.3 )
および T 1 1

.
2
.4 より 従う

Lemma 1 1
.
3
.

5 Prop 11 . J . 4 の 設定において

wl 。 = Jで、 .hn . . n da ( Sie 0101 )
wl 。1 = JYu . der

,
n . . n du はし、 e 0101 )

と おく と
、

e)は 1 = ii世がl.dethv.la10心 )
で Kono

,

Haiti Them 1
.
2
.
10 と G 4 . 3 . 14 ( 追加 スライド )



Section 11.4 i 多様体上 の 微分形式 の 積分

設定 : M = (MA ) : n -mfd with comes

o i が"→ 1± 1 4 : M の 向き
.

記3 : 1を ( M ) : = 1 we で (M ) 1 suppw : コンパクト に

目標 : h。 : NM)→ R
. w い fm.io を 定める

、



Theorem 1 1
.
4
.
1 (微分形式 の積令 )

線型写像 Li IM ) → R wa Mr) 上

w H f w の 積分
( M . 0 )

で あっ て
、 以下 の 条件の を 満たす もの で 一意 に 存在する :

条件@tco.Um) e t.MU w e で (M ; 0 ) c べ (M )

Snow = Sont
nicht

叶い、
3.2

この 定理 の 証明 が この 節 の ゴール
、



Them 1 1 . 4 .
1 を 示す ため

、
命題 を 準備 し て おく 。

準備 の設定
Q - 1 0 { com , et com と おく と

、

Q は M の Open Cover で あった ( Prop 9. 1 2 )

1 4入り 、 n
を POS to 0 で 4が CCM ) で入 ) となる

もの と 任意 に 扖 ( im 10
.
2 . 1 より 存在が保障される )

各 XE 1 について supp た c d と なる

( Ox
、 Ux 、 い ) et

COM
と 扖

( de O )



Prop 1 1 . 4 .2 i Vka z。
代数的 直和

わ
k k

写像 Ei た (M ) → 恵んで
有限個の成分 で

W 1→ ( だ w )がf 除いて ゼロ

は well - defined が 単 射 線型写像
k Support が 局所座標 に 収まる ように

Cor 1 1
. 4,3 い Vw E た (M) .tw を 有限個 に 分割 できる

。

ヨ Ne た。 日 ( Oe 、 Ue 、U ) e で ヨ

weed! (MiG )
ll =ド

.N)
s.tw = 感 we



Roof of Drop ( 1 .の 1 :

⑤の 己 は well - defined

② は 線型

③ 己 は 単射



① を 示す :
「
WE で (M ) を とる 。

○示 ( I ) ( Hw ) ea は 有限個 の 成分 を 除い て ゼロ

(II) と が 1.snppy.co ) は コンパクト で swppと w ) CO」

まず 各 入 e 1 について

supp ( H . W ) c supp Hn swpp W

に注意



(i) ( Hw ) ea は 有限個 の 成分 を 除い て ゼロ を 示す
.

1 ( suppw ) いこ う が 1 1 supp Hn suppw も 04
とおく

.

swpptx.ws supp 4× n suppw した ) より

A ( suppw ) が 有限集合 である こと を 示せ ば よい
。

いま 3 mpp が いい が locally finite で

Supp W が コンパクト で ある こと から

1( suppw ) は 有限 でなければ なら ない ことが分かる 、

i) が示された r



(II) と が 1.snppy.co ) は コンパクト で swppと w ) CO」

を 示す
。

が E 1 を とる 。 nkl iiil ト
supphwcsnpp4.in supp W

c 9

で あり 、 supphnsuppw は M の コンパクト 閉給 、

supp た
「 W は M の 閉集合 な ので

Snpp H
・ w は コンパクト

、

(ii) が示さ れた
、



② 包 の 線型 性 は 省略 し簡単 )

⑤ の 単射 性 を 示す :

⑦ Ker E = 0

ie.tw e で (M ) with H ・ W = 0 M )
、

W = 0
.

V WE A! (M ) with H 「 W = 0 (り ) を とる
。

○き 、 W = 0

i.e.lt p E M
、 Wp

= 0
.



Up E M を とる 。

⑦ wp = 0

I た (p ) = 1 に 注意 する と
XE 1

Wp = ( 憑い ) ・ Wp = 長 と w }

ここで 各 入 E 1 について H.co = 0 より

特に (kW )
p
= o

従って Wp 二 点 (か w )
p
= 0

.

③ が示された
、



Theorem 1 1
.
4
.
1 (微分形式 の積令 ) (再掲 )

線型写像 fm。
: IM ) → R wa (Mr) 上

w H f w の 積分
(M . 0 )

で あっ て
、 以下 の 条件の を 満たす もの で 一意 に 存在する :

条件@tco.um ) e t.MU we で (M ; 0 ) c べ (M )

Snow = Sont
nicht

Def II . 3 . 2

Proof of Them 1 1
. 4

. 1 :

① 存在

② 一意 性



① 存在 を 示す :

線型写像 5mi NM) → R を

以下 の 線型写像 の 合成 と し て 定義 する
、

国 和

べ (M ) が 思べ (Mid ) -
断""

表 R → R

⑦ 上記 の 5
cm。

「

一 NM ) → R は を 満たす
。

i.li tco.com ) c.AT ltw e で (MIO ) c べ (M )

Snow = 5。。が



「
( 0 , U . u ) E twm

、

「
WE A! (M ; O ) を とる

.

⑦ Sm。いい。。が

各 XE 1 について supp 4が wcsupphnsuppWCQ.no 。

Pupil . 3. 4 より S
。。約 w ) = 5

。が入
・ w )

と なる こと に 注意する と

左辺 = 副。。幾 w ) = 副。。パパ )
wu

有限和
ニ !!歌だいい。.が

二 砲

① が 示さ れ た
。



② 一意 性 を 示す :

線型写像 S : ぺ (M ) → R が以下 ☆☆○ を 満たす とする 。

☆☆○ も ( 0
,
0
, in ) EA

COM

,

t
WE A! (M ; O ) . S (W ) = 0 .

以下 を 示せ ば T 分

ホ○ S = 0
.

( i.e.tw e で (M ) 、
SCW ) = 0

.

V w E べ、 1 M ) を とる
、

⑦ S (w ) = 0
.



Cor 1 1
.
4
.
3 より

、

ある ( Oe 、
Ue

、 the ) ・ ぺで wl E べ (MiG ) (t.li. N )

を 用い て w = 慼 Wl と 書ける
.

S (w ) = S ( 無 we )

こ 感 S ( We ) に S の 線型性 )
= 0 じ ☆ ☆○ )

② が示された
。

図


