
Section 12 : 境界 多様体

角付き 多様体 M の 境界 "

M を

たとえば 境界
M nnt M (3 つ の 連結成分 を 持っ

奛 .

/
•

\
1 次え鮒で多様体 )

☆ーー☆

となる よう に 定め たい
ー

どの よう に定義 す べき か ?



Remark :
-

n

_

彧 の 境界 を /\ (連結成分 に )

-

に し て しまう と
、

これ は もはや 角付き 多様体 で は なく なっ て しまう
。

本講義 で は
、
境界 は

"

面 ごと に 切り分ける
"



内容

境界 多様 体 の 定義

境界 多様 体 に 誘導 さ れる 向き



Section 12.li Cn における 境界

設定 : h E でい

た
U Gen G

やる 事 i U の 境界 について 言葉 を 整理 し て おく

( も 位相鵼)論 の 境界 (閉包 、 内部 ) と は 別もの )

記3 : G : = 1 つ( E 1が I が 2 0 ( 日に1.in/

Cn-1 う と e が ' l Yj 2 0 ( tj - 1i , n- 1 1 1



Def 12
.
1 . 1 : 各 S - 1 、

一

、
n について

も 、 Cm → G .
(どけい ) ↳ ( Yi 、 一 %- i . 0. 4など)

G G

e

• ・

P 42
•

G



叶 は
、
1,2 各 s = 1 . . . . n について

のU = 0 の 場合 も ある
、

OsU に 中で ( U ) C Cm と 定める
.

また JU :こ だ dsU = 1 (

s.nl/S=li.n.uedsU40u:dU
→ U.ls.us 、→ gm 、

とおく
、

G (2
4 は それぞれ単射 だが

、o 出 .
. N

d .U '

丶
du は 単射 とは 限らない

l.
• ・

P 42
• O

G
d.U



Section 12 2 : 境界多様体 の定義

言大定 : n E Zz 、 .

M ン (M.ttin.mfduithcorners.milM.AM ) i (n - 1 ) - mfd with Corners

Di d M → M : 0 - map



Def 1 2 .2.li

( M .
b ) が M = (M.tt の 境界多様 体 ( boundary mH )

莉
も
( O.U.lu ) t An

, 0 や U
I. Tb T 4s

⑧ド
ががたが

ない姿 なが
s.t.lt の 0 = が 10 )

YYY. .. wb でい

みい ydsai が 10 ) ら d U と 書く 。



境界 多様体 の T 令条件
Prop 12

.
2
.

2 : 1 0 M
.
b ) が 以下 の条件 を 満たす なら

一

M の boundary mfd条件 i 日 t.ch iats
日 ( 0

,
0m ) と Ao

、

i

揫簁簗などでがい. .

to Jsa = Uob (ts )

Bop に
、
2
.
2 の 証明 は Section 12.4 へ



M
Ex 12

.
2
.
3 :

T b は 境界多様体
M ・ ・

H.int i

n

〇 m C ,

0 ]
T b o

•
M

. TOY
Open

•
• c Co

が 101
TE>

du
di da



MEx 1 2
.
2

. 4 i

豸
,

T b は 洗界 な様体
・ ・

M
. .

• ・

Hint i

M ※ や jgy
G

が な sina.IT
る、。 一つ

・

_

鸊 ・soso.cat



境界 H 様体 の 存在 と 一意性
Theorem に

、
2
.

5 M の boundary mfd (M .
b ) は 存在する 。

Theorem 12 . 2 . 0 M の boundary mfd は 次の 意味 で 一意 :

1 JM.li )
、
( JM

.
B ) が 共に M の boundary mfd

である なら
形 4 : d

'

M → M : diffeo st . b' = B 。 4

M

ら) 。 が
よ M ts が

証明 は Section 12.4 で 行う
、



Section 12.3 i 境界 多様体 に 誘導 される 向き
。

設定 i M = 1 M.tn) : n - mfd with Corners

o : AGM → 社 14 : M の 向き

(M .
b ) : boundary mfd of M

( 1

(dM.tom )

目標 i M の 何 て o から dM の 向き の を 誘導 する 。



8
0 により 誘導される M の 向き

修
Theorem 1 2

.
3
. 1 M の 向き が : Aが" → が 1 であっ て

以下 の条件 を 満たす もの が 一意 に

存在する
。

条件 、 V ( O.U.ae ) と t.US = 1
. in with NU =1 0

YAU)。 i ds U の連結成分
分 ( Js0.JU.nu ) eh )

s
o や Uが こい ) が

1のか。 tb に M-

ただし (JOY - Da)で ( e 」。 )
が 当 が

ない。
: DO )

。
う かい

かい ま

( (O.O)o.HU )o.hu )。 ) E だが



Class
@Exl2.J.

2 : • • i Bros H ・一。

tb i Tb
"に '

T q
' j

'
• i .

im
' 00 = - 1

EX 12
.
3
.
3 :

LED t.in

• .JO

重 ← 7 v
b ・ ・

M . t.am



Section 12
.
4 : 各種定理 の 証明 について

Prop 12
.

2
.

2
,

Than 1 2
.

2
.

5
.
12
.

2
.
6

および Thm は、
3.1 て ます .

Section 1 2
.
4

.

1 : Cn の 境界 について の 準備
Section 1 2 .

4
.
2 で Prop に、

2.2

Section 1 2 . 4 .

3 : Thm に
、 2.5

Section 1 2 . 4 .
4 : The 1 2 . 2 . 6

Section 1 2 . 4
.
5 : Th に3.1



Section 12
.

4
.
1 : Cm の 境界 について の 準備

誕 T.cn

記3 4 : Cm -) G 、 (ど Ymt ) H (Hi . YH .

0
. Yei . Yun )

ds U i = 4 1 (U ) C Cm 、
( S = 1i . n l

Open
au : こ だ が

n

% = 凵 判孔 : N →US
= 1



Prop 1 2
.
4
.
1
. 1 : X を 位相 空間「 .

f .. x → U を 連続 写像 と する 、

(I) 各 S = 1i
,
n について

が x →Ni 同相写像 st . f = % 。 が t店で
は 存在する なら 一意 X 府 の U

い) of : × → N : 同相写像 st
. f = % 。 み

は 存在する なら 一意 U

かの %
x → N

Hint : I ) は 4s の 単 射 性 から 明らか み

じ ) は N の ある Open dense 部分集合 上 で

du が 単射 で ある こと を 使う



設定 U U
g
長近 と

なり 、
. .

. n .

t : U → U
'

i diff。

U が U
'

Proposition に 、
4 . 1 . 2 t.intdu'

N → N
'

ヨ !
孔 : du → N

'

i differ の

s.t.G.at = Tofu



Rposition 12 . 4 . 1 . 3 S -- 1
.

. .

. n を 固定
l.ptds U と する .

Jp = 1.in を しよ ) (p ) E Jsp U
'

となる もの と する
、

い) det T.io の とき

det弛) >o a El )
に い が

(ii) det J い
て く 0 の とき

det Jp(み ) っ 。 いい tt い が



Section 1 2 . 4 . 2 : Prop 12.22 の 証明

設定 : M = (M.tn ) :n.mfdw.ca
M こ ( dM.AM ) ? (n - 1 ) - mfdw.ci

b : 2M → M : 0 -

map
再子昌 t.Rpl2.2.de : 1 0M

.
b ) が 以下 の条件 を 満たす なら

M の boundary mfd条件 i ョ

t.ch i ats
日 (0

,
0m ) と Ao

、

i

Y𤎼:簗漿。
動がい

.to
Jsa = Uob (ts )

H.it : 以下 に 述べ J Lemma 12 .
4
.
2
.
1 ~ 12

.
4 . 2 . 4

を 用いる と 示せる 。



Lemma 12 . 4 .
2.li ( O.U.it ) tAn と する

。

次 の 2条件 は 同値
(i) ( O.U.in ) は @inDef12.2.l を 満たす

i.ec !

1

iii.!!然は螉% Jsa = Uob (t s )

(ii) ( O.U.in ) は ☆☆○ in Bop R .22 を 満たす

i.e . i ( 唯一 性 が条件 からで !! ?品??だがない姿 外れた )

$!! = wb でい

Hint : Prop に
、4 .

1. 1 を 使う



Lemma 1 2 . 4. 2 . 2 と 0.U.nu ) tAn with ☆☆〇
.

0 0。 私 0

( 00 . a (Oo )
、
alo

。
) にAn は ☆☆○ を 満たす

、

Hints Easy

Lemma 12 .4 . 2 . 3 : t.fm M と し
、

( O.U.in 、 )
、
1 0 . U. .a ) E Am と する

、

この とき ( 0 . U
, a ) が ☆☆○ を 満たす こと と

10. Uz
、
加 ) が ☆☆○ を 満たす こと は 同値

H.it : Prop R .4. 1 . 2 を 使う



Lemma 12
.

4
.

2
.
4

( O.U.nu ) E An
,
0 = 3 0× 1 × en : O の Open Cover

とする
、

このとき ( 0.U.nu ) が ☆☆○ を 満たす こと と

任意 の XE 1 について ( GUI( Ox ) 、 Ulla ) Etm が ☆☆○
を 満たす こと は 同値

Hint i 以下 の 一般論 と Prop 12 . 4 . 1 . 1 を 使う
。

( diffeo の 貼り合わせ )



設定 : M
.
N 。 mfd with Corners

1 : 集合

3 0× Gun " M の
Open Cover

in Of Hen : N の Open aver

Prop 12.4 、
2.5

各 XE 1 について diff。 9 : 0× → Qi が定まっ て い て

以下 の 条111.2 を 満たす と する 、

条件 l ? T.DE A with En 0で0.GG .no、

二 % 1 0の 2

, 1
- 1 - 1

条件 2 : T.DE A with Q.nu#0.4Hoi.noi.=hloi.n0i

このとき
で
4 : M → Ni diffeost.tk e 1.41。 = 4×



Section 12 . 4
.
3 : Theorem 1 2

.

2
.
5 の 証明

設定 : M = (M.tn ) : n - mfd with Corners

再掲 : Them 1 2
.
2
.5 : M は boundary mfd を 持っ

Step 1 : h) - mfd M と 0 -

map
bidM -) M

の 構成

Step 2 : COM . b ) が Bop 1 2
.

2
.
2 の 条件 を

満たす こと を 示す
、



Step 1 : h) - mfd M と 0 -

map
bidM -) M の 構成

- 舟大論 と し て 多様 体 の 貼り 合わせ構成 について の

以下 の 定理 を 用い t.MEをこ0設定 :

n .

. 可算集合

く、が 私 Cm t.iei Cm の 開 集合 の 族
0

各 入い た E 1 について

V が 私が .
V が私が 、 y

"

の リ 1 3
"

と

diffe。 灬 : V が N だ が 定まっ て おり
"

貼り 合わせ "

y
も 入 e A

.
V i = V x . 0 ×× = idu

、

と 入し
、
入 、 E 1 , 0 ×バ = 0 nm

と する 、



記3 : 点が 上 の 同値 関係 ~ そ

( 小
、
ひ ) ~ ( 入 2

,

0m (ひら ) に
、 ふく-1

の 生成 する もの と する 。

(
ひ E Vi )

また N - 1点/人 を 商空間 ( 商躮 に 商位相)

と し
、 「い たが → N と 自然 な 射影 と する 、

Theorem R.4.J.li で 入 に 1
, T は Vx 上 単 射

」
で ある と する

。

このとき N は ハウスドルフ
、 第一

- 可算 かつ

Auth ( たしが 、 に 、 けが ) l teで は N の cnn.dk

特に 1N.it。J ) は m.mu with comes
.



Stop I の つづき :

M が パラコンパクト に なる ( Section 10 append 参照 )

the An : Gates で あっ て 可算 な もの か存在 する
、

1 : = 1 40.U.it ) 、 S ) 11 0.U.ae ) Eだ

な 姿
" I

A は 可算
、

と おく と



各 入 ニ ( 1 0
.
U
,
a )

.
S ) e A について

0 キ ds U offset .

この 3 ds U I
www.ul.s ) に 1

を

At の 座標変換 の 誘導 する

貼り 合わせ 子像 で 貼り 合わせる と

( ihm に 、
4

.

1
.
2 ) ( 計 細 略 )

8 M : 二 火 が )に (商位相 ) と

T : If ds U → M が 手 に 入る
。



5 : YN → M
. y . y ) ↳ びし ない ) と お

くし
( 0
,
U
.で、

S )

Claim ら は dM を factor する
、 いU EM

t ^

i.e. ヨ ! b : 2M→ M st . Doi = 5 m
で

H.it : 貼り 合わせ の 定義 から 分かる
。

( Thru 12
.
4

.

1
.
2 を 使っ ている こと に 注意 |

Claim と 入 E A
.
で は N 上 単射

HiHi ら は ds U 上 単射 である こと と

上 の 可換 図式 から 従う



Thm 12 . 4 . 3 . 1

HAJ: こ ) し た ( LU ) .NU
、 が

州
が (10

.
いい s ) EAI

は M の Cm - alla s を 定め 、

( 0M 、 IAI J ) は (n - 1 ) - mfdw.ci と なる
.

b i 2M → M が U で ある こと は Easy
( 本質的 に は 5:11やU → M が

0 である こと から 従う )

Stepl 終



Steps 2 i COM . b ) が Bop に 、
2
.
2 の 条件 を 満たす こと を 示す

、

M = (dM.ltが J ) と 考えて いる 。

Cm - des と し て

AG = 1 ( THU ) .NU
、 が

州
が (10

.
いい s ) と 1 1

を とれ ば Prop に 、
2
.
2 の 条件 が chee k できる

.

Stop 2 終



Section 12
.
4 . 4 : Thin 122.6 の 証明

言え定 : M = (M.fm ) in-mfdw.cn

月8曷 : Theorem 12 . 2 . 6 M の boundary mfd は 次の 意味 で 一意 :

1 JM
.
b' )

、
( JM

.
B ) が 共に M の boundary mfd

である なら
形 4 : d

'

M → M 。 diffeos.f.ba B 。 4

M

ら) 。 が
よ M ts 8M

Stop 1 : 4 の 構成

Step で 4 の 一意性



Step 1 : 4 の 構成 YTY
Tdu

各 1 0
,

U
.
N ) c tm について (が101 → Out Bio)

が み

Uo に はが。 h ) i (1が 1 0 ) → が
「

cos : d.tt

を 考える と 、

Prop に 、 4 . 2 .5 より 4 : d
'

M → M
が 構成 される

.

with b
'
= が 4

(計細略 )

Step 2 : 4 の 一意 性

Prop 1 2
. 4 .

1
.
1 を 使う と 分かる ( 許細略 )



Section に
、
4
.

5 : Them 1 2
.
3
.

1 の 証明 修

設定 iM://d.tn) : n.mfdw.ci

(M
.
b ) : M の boundarymfd.li

はM.hn )

再y曷 :
Theorem は

、3.IM の 向き が : Aが → が 1 であっ て

以下 の条件 を 満たす もの が 一意 に

存在する
。

条件 、 V (O.U.ae ) と t.lt s = Iin with ds U も

ない。
i dsU の連結成分 O や U

Tb の
T %

が こ いが なしのか。

が10 )
→ JY

ただし NO)いかが 1e 」。 ) は 0 点が

(み)。 sOtt DU )。



Ain に 1 4がい※ど飴児が、

"

sin with の U キ0 0M

N)。 i ds U の 連結 成分 ( CAM
は 2M の Cm - Alas で ある

。

Thm 9
.

1 . 5 り

do : Ain → は 1 h
、

1( JO)o.NU )o.NU)。 ) が い f の
nnn

と し たと 、 Def 9 . 1 . 3 の 条件 ☆○ を 満たす こと を 示せ ば T分
、

これ は Prop 12 . 4 . 1 . 3 から Check できる
。

( 計 細 略 )


