
Section 13 : Stokes' theorem

設定 : M = ( M
.A ) : n - mfd with Corners

J : M の 向き
(n - 1 ) -mfdw.c.COM

、 b ) i M の boundary mfdd
記5 : 00 : O の 誘導 する 2M の 向き ( Section 12 )

この 節 の ゴール : Stokes ' theorem

も
we ベリが fm.tt/m.が

外微分



この 節 の ゴール : Stokes ' theorem

も
い べい

、 ht = h が
「
外微分

気持ち
が

MNHA iT
Smile = Edw ( 回 )

回
JM

た 盲ど に w ( t ) = Seams
外微分
の気持ち



Section 13.1 i 微分形式 の引き戻し

設定 : Mi = ( Mi 、 An ) : Hi - mfd with Corners ( i - 1 . 2 1

4 : M 、
→ Mai a - map

K E た。

記号 : べ (Mi ) : Mi 上 の K - form全体 の なす 0Mi ) 加群
U

べ (Mi ) : Mi 上 の Support Compact K - form 全体
の なす 0Mi ) 加郡



叶 13.1.li 各 w E べ (M2 ) EP ( べでMz ) について

はw : M ,
→ べでM .

. p H ( p.tw)p ) を

Y に よる w の 引き戻し

各 P f Ml において

Tw)p ( ui.tk )
= W ( t)M .

. .

.@yvkDllpsW.i.UkETpMi )
と し て 足の J .

Prop 13
.

1
.
2 : 各 PEM 、 について (Me )p

E べ でM 、

は well - defined 、

また Uwe P (べでM . ) の べ (Mi )



Def 1 3 . 1
.
3 : H : 1KM) → べ (Me )

、

w H 忔
とお く

、

Rp 13
.
1
. 4 : ど ! で (Mz ) → べ Mi ) は 線型 、

また 各 f e CTMD.ws でMa ) について

は ( fw ) = et )はw )
Nun

ifof a CM )



Theorem 1 3 . 1 . 5 : Jは私 は 微分形式 の 外積 を 保つ
L

(
i.EU W 、

E で (Ma )
、
Wz EN (M2 )

で ( w.nu ) = ど (w.sn Mus)
Hit : 以下 の Proposition から 従う

V. W : 有限次元 ベクトル 空間
で V → W : 線型 写像 とする 。

Def
.

13
.
1
.
6 : 右 k€ 2120 について

で W → べ じ 、
w Hier : vii.rs R

(viii) H www.てい)

Prop 13
.
1
.
7 e で は well defined

、 線型 、

交代 形式 の 外積 を 保っ
_



8 引き戻し は 外 微分 と 可換砒で は"

(
ie

jiy覬が!! )
証明 の アイデア を 紹介 する i

Lemma 13
.
1 . 9 : UMa) でペ (M2 ) 上 で 引き放し は 外 微分 と 可換

Hit i ( ど ( df Dyer) = (df ) し( de )pu )といっ)

( def ) )がひに ひとた )



Roof of T.nl?l.8kE た。 と し e でMD を とる
.

④ der) = ew )

と

し0.U.nl e Am を とる
.

以下 を 示せ ば 1分

⑤ (d (どい )hi 世 (dw " lac
以下 略

H.it?Cor7.2.3.Thm7.3.l.Thm7.4.l.Propl3.l.4.Thm1J.l.5.Lemmali.1.9 を 用いる
、



Prop 13
.
1
.

1 0 : 4 : M .
→ M. が proper

( i.ee Compact set の 逆像 が必ず Compact )
なら ど (べ (MD ) c でM )

H.it : WE 1km ) に ついて

swpp
でw c ど( swppw )

を 示せ ば よい



Section 13
.2 : Stokes ' theorem

言文定 :

-

M = ( M
.A ) : n - mfd with Corners (n 2 1 )

が M の 向き
(n - 1 ) -mfdw.c.COM

、 b ) i M の boundary mfdd

記3 : 00 : O の 誘導 する M の 向き



Stokes ' them と 述べる ため の 強備

Prop 13
.

2
. 1 Vk eた。 、

「
We A! (M )

supp dw c suppw 。

特に dw E で"M )
H.it i Thm 7. 2 . 4

Prop 13. 2 .

2 i b : M → M は proper

H.it : Y GCn について

4。 i N → U が proper
で ある こと と

、

M が局所 コンパクト で ある こと を 使う

G 13 . 2 . 3 : 1が (べ (MI ) c で 1 0M )

( Prop 13
.
2
.

2 と Prop 13 . 1 . 1 0 )



Theorem 13. 2 .4 ( Stokes ' theorem )
も
we べ (M )

Smile = hiblmn
n

の

べ (M ) ベ' ( an )

証明 は Section 13.4 で述べる
.

G 13
.
2
.
5 : 0 M = 0 (や M が通常 の 意味の で、 mfd )

の とき

に
w e べ ( M ) 、 j dw = 0

(Mが
同付き な様体( 0 は M - 1 次をみなす ことに し ます)



M : = • • = [o
. 1」 ( 1 次に mfdw.ci )

Ex 13
.
2
.6

(微積分の基本定理 ) 5 : to

-

2M : • •

( See Ex 12.3
、
2 」

の ! が j

f E 0(M ) = 0( Co . I ] ) = ぺ ( 10. 1」 ) と する 、

←
1「(M ) の 元

このとき df = f'da かつ
nr

t の導関数

f
'

t
'

diff : Samが 、 tい た。 )

Stokes ' の 定理 は 微積分の基本定理 の 一般化



Section 13
.
3 : Stokes ' thm の 応用

設定 : M : n - mfd with Corners ( 向き付け想談 )
h : K - mfd with Corners

GL : L の 向き

で L → M :

proper
C -

map

= S
' M = T

'

iil =
L



- S
2 M = T

2

i t.in
L

LSM
Q : ヨ ? N

:
ktl-mfdw.ci

ホモロジー ON N の 向き d

に b ) は N の boundary

( の 精神 ) 1 な 念仏 I ??品の 誘導 する 向き

一、 proper 0.mg

↳
M - S

2

饘話 一国
が

がっ鱺、



設定 : M : n - mfd with Corners ( 向き付けた!淡 )
再子曷 :

h : K - mfd with Corners

GL : L の 向き

で L → M :

proper
C -

map

Theorem 13
.

3
. 1 ( Stokes ' thm の 応用 )

仮定 、
ヨ
WE A! (M ) with d = 0 st 、 人はもも O

neerenenrnrrrrhlu
nonsense主張 、 ホモロジー 探知機 検知 !

Y N
:
ktl-mfdw.ci

(L . b ) は N の boundary

1 で、

山が" 川 ??品の 誘導 する 向き

T : N → M : proper mwp
い

L は M の 非 自明 な ホモロジー !
"

m) de Rham 理論 へ



Proof of Them 13.3 .li 対偶 を 示す
.

N
:
ktl-mfdw.ci

(L . b ) は N の boundary
ON N の 向き

l な ぼん 川 ??品の 誘導 する 向き

: proper での
が 存在する と する

。

示○ も WE A! (M ) with d = 0
, 人でY = 0

t WE A! (M ) with dw = 0 を とる _

⑦ t.it o



S!だき を 2通り の 方法 で 計算する :

① 小前でどこ 人がいい こ ふiw
t 、
Stokes ' thm ( Thm いっ

.
4 ) Pf (TATTN 、 のい ) で b = 2 )

の boundary

② f de) = f で ( dw ) = 0

(N.TN) に ( N.TN ) F

( Thm には )
( dw = o )

これより だな 囮



Example 1 3
.
3
.

2 :

tsi潑
て 、 L-) で

、
1x ] 1→ [ n . o ]

Wi da E べしで ) について
で

注意必要 ( 112
2 上 で定義 し た ものを T

2
に 落とし た )

dw = 0 かつ f。4 = Idx = 1 キ 0

ms L は で の 非 自明 ホモロジー !



Section 13
.4 : Stokes ' theorem の 証明

Theorem 13.24 を 示す
。

言文定 : M = (M
.A ) : n - mfd with Corners (n 2 1 )

が M の 向き
(n- 1 ) -mfdw.c.COM

. b ) i M の boundary mfdd

記3 : 00 : O の 誘導 する M の 向き

再1曷 : Theorem 13. 2 .4 ( Stokes ' theorem )
も
we べ (M )

Smile = Saiblmn
の

べ (M 1 1が ( 0M )

キーポイント i

"

- 変数関数 の 微積分 の 基本定理
"

を 用いる
( cf 、 EX 13

.
2
. 6 )



Lemma 1 3
.
4

.
1 : U c G

. J に ( U ) とする 。

t Open

修 ds : Cm → Cn
この とき US = l.in 、 (Yi Ym) D

(りけい 、
0

部 の U における リーマン積分 N :こ ど (U ) だけで
い

た ( u )
= ヒ 1 ) ・ 勹 の OsU における リーマン 積分 )
で
vr

とさ はsU )

Roof of Lemma 13
.
4
. 1 :

J : G → R.am/J(u)(.fueU)O(ifudU)
と おc.supp ) CU に 注意 する と

、 Je d( en )
.



割
。

二 点 が

supp意 = spp前 c snppy = swppj に 注意 の

t.su
ppJ = suppJCC.no R

"
は コンパクト なので

R >os.t.swppjclo.RS" と なる R が とれる 。

この とき Jimi , Un ) = 0 if Ui = R に i = 1 . . . . n )

に 注意
、 R T suppj っ mpp点、※

R



リーマン 積分 の 定義 と フビニ の 定理 から
(重積分 ) (重積分 = 累次積分 順番自由 ) )

f s

ま の U におけるwww.皦、

二 Iihi」で恋がい dusdun.de
-

s

R n V= が出 た
。
Jaimeihldun.de

微積分 の 基本定理
4 : Cm →G

(だいけいいりいけい
とい ) ( jjlu.i.ua Ruin) = 0 )
12 R

= (- 1 ) - f . . f (蛸 ) ( い . . . . m) dyidm
Yi O Yni 0

= t#JJ の ds U における リーマン 積分) 四



"

Support が 1分 小さい 場合 に Thunb
.
2 . 2 の 主張 を 示す 。

Lemma 1 3
.

4
.
2 : TO

,
U , a ) f twm

と wc.AE
'
(M ; o )

、

( suppwc 0 )

S dw が
(M .J )

= f (JMA。
W

Proof of Lemma 1 3
. 4 . 2 : 修

に
(0
,
U
,
a ) E twm

、

「 WE A!
"

(M ; O ) を と J
.

で簡単 の ため 各 S = 1
. in with ds U も0 について

の U は 連結 に 弧状連結 ) で ある と する
。

( 非連結 な 場合 に は 連結 成分 の レベル で 記述 する 必要がある)



△- 記号 の 乱用が
IJY e C? ( 0 ) 4 s = 1 . . . . n

't
'

n

W 1 。 = IJY dan da に 注意する
.

S = 1

① f、 の 計算
d。

まずThm 7 . 2 .4 より

dwl 。 = (たい げ器 )dumndansuppdwcsuppwcotydwc.AM
i 0 ) である こと から

h.。 dw こ た。。
dw ( い Thm 11.41 )

= Inna爬想いが影 )



ここで 各 S につい て Jし た (がYJY E C? ( U ) と おけ ば

歩( DI ) = 鎏 であり

たいの 側もない が影 )

= 恥が 死が諐 )

= EtIf In
, on
(竹糺 ) と Lemma は 4

. 1 )
が も

0~nenennenrnenennntrr.EEたが、パで 1 %など )
が も0



② huのがん の 計算

boundary mfd の 定義 ( Def に
、
2
. 1 ) より

1 1 の0.deU
、
火 ) と AM 4 であって
nn S =1.in
い

jm dsU も 0

1」 の 0 = が 10 )

爕"が いい )

を 満たす もの が 一意 に とれる 、

u

○ → U

T b
y

T du
M つ が 10) ことが t U ON

Open s



ds U も 0 と なる S に ついて

みU は連結 と 仮定し て い た ので ds O も 連結 。

Thm 12.3 、 1 より bys = EIPT.mn

また 各 S with ds U も 0 について

は w t べこ (Mids O) を 各 PEM について

( http://wpifpedso
○ otherwise

と し て 定める . ( 詳細略 : が 10 ) = Y の0 を 使う )

この とき がw こ ら がw



更に 各 S with as U も0 について

bs i = bbits 0 → 0 CM と おく と

Hai = Y ! ( i =いい )

痱
、

どこ? .
.

. .

.
n ,

( 詳細略 )

これ より

( 1がいる。 = 斿 ( たが dan.in da )
de

i (MY ) dyi へい蜙、 ( Thm いた 第8 )



従って fm。 ) がw = 嬴。
仙。 防w

き た 人の0 . d※
胱

こ え がws) (dso.tl )' T )
nnn

こ ら を asu 、
パのはがが別)

O も U
さ 5 たが 、

が oa ) (かどがた )

Rbs Q T ds
が Y dsu

ここ I は心 が のけがた けが )

こ ら がいいの 1 0が 殆。 )



①
、
② より

h。 dw = fmm 肌 国

Roof of Them 13
.

2
.

2 : 略

H.int : 積分 の 定義 ( Thm 11.4 、 1 ) に注意しながら

G 1 1
. 4 .
3 と Lemma D. 4 .2 を 使う

、


