
Section 14 : 体積形式 と ラドン測度
-

( この Section は 後の Section と 独立 して います )
Section II で

"

Support Compact n - form の 積分 」が
"

を 定義 し た
。

Q 1 : 関数 の 積令 は ?

Q2 ? ルベーグ 積分 論 と の 関係 は ?

i 向き 付け られ ない 場合 は ?



Section 14
.

1 : 関数 の 積令

設定 : M = ( M
.
A ) in.mu with Corners

J : M の 向き
w e べ (M ) : n - form on M

記号 : COM ) に 3 fe CM) 1 suppf : コンパクト 1



Prop 14
.

1
.
1 :

と f e GTM ) .tw e で (M )

は 14
,

1
.
2 ( 閃数 の 積分 ) :

IG.iom ) → R

f い Smかも
。べ (M )

Rop 14.1 、
3 :

Ini : GTM) → R は 線型



Example 14
.

1
. 4

M = • • = 1 0
.
I ]

J =
'

t

-

w

w = da (・ R 上 の 1 - fond"
、灥 た !ご )

mn も fc.CM ) = ピ (MI
、

IGN ) = f
'

が dx



Section 14
. 2 : 体積形式 と それに 対応 する 向き

設定 : M = (M
. A ) : n - mfd with Corners

Def 14.2 . 1 :

We べ(M ) が 体積形式 ( Volume form )
t Up to で PEM )



Def 14
.
2

,

2 : WEべ (M) を M の vdm form とする
、

ow : Atom → 1 ± 1 4 )がいm

10. U.nu ) け
|
1 ( tehtiihhho )

for any PE 0

- 1
(

tedhp.int?0)foranypEORop14.2.3:0w:で" → に 1 1 は well defined で

M の 向き を 定める 、



Theorem 14
.
2
. 4 ( Thm 92.1 と 関係あり )

M について の 以下 の 2条件 は 同値

i) M 上 の Volume form が 存在 する
。

(II) M の 向き が 存在する
、

H.it i ( i ) ⇒ I ) i Prop 14
.

2
.
3

(ii) ⇒ ( i ) : 1 の 分割 を 使う



Example 14
.
2
.

5 :

M = が

W = da n . . n dm とする 。

この とき W は M = が 上 の Volume form で

J : ( 1が
、
が

、
id ) の I



Example 14
.
2
.
6 :

再掲 : 1 6主一の 13 5 : = 1 位 ) e が 1 が+4た が 1 1 と する
、

各 p E ( R
'

について

Tp5 を
「

R
'

における P の 直交補割間
"

と 同一視する
.

ここ で Tp 上 の 2次交代形式 0Ha※

を(
縦ベクトル 3本 を 並べる 。

(WH。 )p (v . W )
= t ( p v w ) ( v.lv : p と 直交する がの ベクトル)

12

TS
2

この とき W
Har

: 5 → べで5 は P ( ATM ) の 元
P H ( P . 0Ha) p ) ( つまり 2 . form )

WHaav は Volume form



JWHaw について
-

例えば O = 3 位 ) ES
' l z >of

U - 1 (し、
1 e 11221 u 、

こ がく 1 9

ひ、 : 0 → U.li ) いい )
と する

. で

↳
このはぎいで '

t.imH.it に し た ) と し て い
、
.
.
. .

-_-
を噭(誡

、

1𧪄 ) c
_

」
を 計算 を y



Section 14
.
3 : ラドン 測度

設定 X (X
. 9) : 局所 コンパクト HandH

位相空間

記号 : FM ) i の 生成する

X 上 の 完全 加法族
( Borel 集合族 )



Def 14.J.li 可測 空間・

(X.FM ) ) 上 の

測度 u : F10× 1 → Route I

が ラドン測度

ii)
「
AC X : Compact . v (A ) e .

かつ

(ii) 「 E は 10× ) 、
HE) = influ(U ) 1 し て Pen in Xg

かつ

(ii) も U cxiopen.ro (U ) = ap HA ) 1 裂で形
Example 14 .

3
.
2 : 1が 上 の ルベーグ測度 は ラドン測度



Theorem 14 . 3 . 3 : w を X 上 の ラドン 測度 と する 。

この とき に f E Cc (X ) 、
f は 0 に ついて 4 可積分

Def 14 .3
,
4 : X 上 の ラドン 測度 u について

Iu : Cc ( X ) → R
,
f 1→ f の 0 による

ルベーグ 積分
とおく

、



Section 14.4 i 体積形式 に 対応する ラドン測度

設定 : M .

. n - mfd with comes

WE A
"
(M ) i Volume form on M

記号 i が い w の 定める M の 向き

Itw, : et ( M ) → R
t い t.io



Theorem 14
.
4

.
1 :

ヨ ! wi M 上 の ラドン測度s.tw
Haui Im。

( ie.ltた
ans

.

f の w による ルベーグ積分 = fmiw )

証明略 (
おしが ) の GM ) へ の 拡張

、 、

GM) における ITunes の positiveH .連続性 、

Rie - Markov - Kakutai represent涊、
)



Example 1 4 . 4 . 2 Mi が

w : da n . . n da

toi ルベーグ測度 ou M

nt も fe CUM )
、 IYn.it に おけ )

Example 1 4
.
4 .3 M = S

2

W = W.tw
と する

、

このとき W に 対応 する ラドン測度 V は 0 13 ) -不変



Section 14
.

5 : ベクトル 空間 上 の 密度

設定 : V : n-d.int Vector Space仲



叶 14.5 、 1 ( density )

子像 が Vxixvnre → R が V の 密度 ( density )
n = dim

VtV
(M .

. .

. h ) E Vxix V.UA e End (V )

M ( Au . . .

.
Ars ) = 1 dettl.tt (vim )

Remak : w t べん ( n 次交代形式 ) について
、

w ( Au .
. .

. An ) = ( clef A ) - W (ひいび )
( ひいひが V.AE EndNI )



Example 1 4 .

5
.
2 : V = R の とき 、

MiR → R.am lxl は density

Example 14. 5.3 : V = M の とき

M : 1が→ R . (俲、側 ) 1→ 1 det に父訓
は density



Prop 14
.

5
. 4 : M : V 上 の density と する 、

(U
.
. .

.
Un ) e V x . . x V が 一 次従属 の は 、

M ( U .

. .

. h ) = 0

Dd 14
.
5
.
5 : V 上 の density M が positive

剉 ヨ
, e . . .

.

. en h : V の 基底 は 、

Mle . . i , en ) > 0

に も 3 e . . . . en 1 : V の 基底 、 Mle . . . . en ) > o )



Prop 14
.
5
.

6 : 各 W G AV に つい て

1 W 1 : Vxj.tl/snetR.1ui.vn)Hlw(ui.hll
は V 上 の density

また W キ 0 が 1 wl は positive



Def 14
.
5
.
7 Den (V ) に 3 V 上 の density 1

Thm 14
.

5
. 8 Den (V ) は Map (び ×

_

V
. R )

n

の 1 次え 線型部分空間
Hit i Prop 14

.
5
.
4
,

GLN ) で 3 V の 基底 1 :推移的

Remark : Alt → Den (V )
、

W 1→ 1wl

は 線型 で は ない 事 に 注意



Section 1 4 .
6 : 密度形式
-

設定 : M = (MA ) : n.mu with Corners

( 向き 付け 不可能 で も よい )



Def 14.6 . 1 : Den (TM ) 一 点 Den ( TM )
とおく

、

Remark : Den (TM ) は M 上 の ベクトル束

叶 1 4 . 6 .
2 :

M : M → Den(TM ) .PH (かさ )

の 形 で 着ける 子像 を 汁 ( TM )

Den ( TM ) の Section という
、



Def 14
.
6
. 3 :

Sect (Den (TMI ) - 1 Mi M → Den (M ) | Section G

Prop 14 .
6 . 4 :

Sect ( Den (MS) は CTM ) 加郡



Def 14
.
6
.

5

ME Sect ( Den (MS) が positive

d に
PEM 、 Mp E Den GM ) は positive



Prop 14
. 6 . 6

名 ME Sect ( Den MI) 、 各 1 0
.
0m ) EA について

打た i 0 → 112 st .

M = Jftp.ltipnr.net

Def 1 4
.
6
. 7 : Me P ( Den (MI ) について

、

def
M が C級 Jた e 010 )

この とき M を density form on M と 呼ぶ 、

「 (0.U.tt ) Et
、



Def 14 . 6
. 8

P ( Den (TM)ら = l ME Sect ( DenTM は 級4

が ( Den GM )) に 3 µ EP ( Den (TMD 1 M は positive {

Prop 14 . 6 . 9
P ( Den (TMI) は Sect ( DenRMI ) の

部分 ( M )加群
や ( Den (TMI ) は P (Den N )) の convex cone



Rop 14.6 、
10 : t WE A

"

(M ) i whme form on M ,

t

l WIE P ( Den GM ))

Hints Pilot → R , x 1→ N は 級

Remark i -舟入 に は W E べ (M ) について

( WIE P ( Den(TM ) ) と は 限ら ない こと

に 注意



Theorem 14
.
6
.

1 1 : g を M 上 の リーマン 計量 と する
。

各 PEM について

( 0
.
U
,
a ) Et with PEO を 固定 し 、

t detgll.Ildnn.int
nnnnnrernnnn

正 の値
と おく 、

この とき M! E Den GM ) は well defined で

µ
9
: M → Den U ) .PH (RMP ) と おけ ば

µ9 c.PT Den にべ )
.



Gr 14
.

6
. 12 : PT Den (TM ) ) も 0

H.it : り ーい て場 の 存在 ( The 10 . 2 .2)

Thm 14.6
、 1 1



Section 14.7 i 密度形式 の 積分

設定 : M = (MA ) : n.mu with Corners

( 向き 付け 不可能 で も よい )

Def N. 7
.
1 : 右 MEP ( Den GM )) に つい て

い M における

swpp M
: こ ) pe Ml Mp も 04 閉包



Def 14.7 、
い

た ( DenGM ) ) に IME が ( Den (TMM

SHM は コンパクト
|

Prop 14
.
7 . 3 : Pc ( Den (TM 」 ) は P ( Den GM ) ) の

部分 0 M )加郡



Def 14. 7. 4 : 0私 M とする 。

P ( Den (TM ) i O ) に 1 µ e た ( Den (TMD I

Mine of

Bop 14 .7.5 た ( DenGM ) ; O ) は R (Denは 1 )

の 部分 01M| 加別



Theorem 1 4 .
7
.
6 (密度形式 の 積分 )

線型 写像 」 に P。 ( Den (TM )) → R で あっ て

u い hu
日 ( O.U.nu ) EA.IE Pf ( Den (TM) i 0 )

h M = (びがた e いい の リーマン 積分

と なる もの が 一意的 に 存在 する
。



Key to Them 147.6

Lemma 14
.
7
.
7

1 0 . 0
,
a )

、

1 0!Violet

ME Pc ( Den (TM ) ; On O
' )

でYji の U における リーマン 積分

= と はJR の V における リーマン 積分



Section 14
.

8 : 密度形式 と ラドン 測度

設定 : M = (MA ) in.mu with Corners

ME F ( Den (TM ) ) : positive density form
on M

Thm 14.8
、 1 ヨ !

wi ラドン 測度 on M

st.lt fe dM) 、

hfu こるけ )


