
Section 15 : ホモロジー 代数

ホモロジー 代数 の 一般論 を

必要最小限 だけ 紹介する
、

内容
複体 と その ホモロジー

複体 の 準 同型 と 誘導 準 同型
複体 の ホモトピー

銷 複体 と 余 銷複体



Section 15
. 1 : 複体 と その ホモロジー

設定 : Ri 可換環
A : R 加群
J : A → A : R加 群 準 同型

Def 15 . 1 . 1 ( A
.
d ) が R 複体
剉 る = 0

Bop 15
.
1 .2 ( A

.
0 ) が R 複体 の とき

Imd は Kart の 部分 R 加群



Def 1 5
. 1 . 3 : R 複体 ( A

.
J ) に つい て

H ( Air ) : = Kwang ( 々 加群 )
( A . 0 ) の homology
A A A
• • •

が闇Ker d \ Im J
• 一が ・



Section 15
.
2 : 複体 の 準 同型 と 誘導 準 同型

設定 、 R : 可換環

( A .
よ )

、
( D

.
P ) : 12 複体

F .
. A → B : R加群 準同型

Def 15
.
2

.
1 : F : A → B が 12複体準同型

Ft F 。 が こ が F だ な 郎
F

A → D



Theorem 15 . 2
.

2 F : A → B が 12複体準同型 と する
。

このとき

H (F ) : H ( A . が ) → H ( D . P )

誘導 ・準 同型 ( a ] 1→ 1 Fが
( ask.euが )

は well - defined で 咖郡 準同型

nnnnf@9bEKevdAmnDFCalEKevdB2Ol.a] = lb ] の とき [ F(a) ] =〖 (b )]



Rep 15
.

2
.

3 : 12複体準 同型 同士 の 合成 は

また R複体準 同型 、

更に 恒等写像 は R複体準同型
。

特に "

R複体 と R複体準 同型
"

は 圏 を なす
。

Theorem 15
.
2
.
4 i

H.州が 川 (Aid ) は R複体 と R複体準 同型 の 圏 から
F い H (F )

R 加 郡 と R 加群準 同型 の 圏 への 関手
ie.lt ( ich = id

Hao ) で は
、 03:12 複体 )

F. Gi 合成可能 な( H ( FOG ) = H (F ) 0 H ( G ) (
R複体準 同型)



Section 15.3 i 複体 の ホモトピー

設定 、 R : 可換環

( A .
よ )

、
( D

.
P ) : 12 複体

F
. G : A → B i R複体 準同型

ゴール :

HIF ) = H ( G 1 : H A
.

が ) → H ( B
.

が )

と なる ため の T分条件 を 与える
、



Def 15 .

3
. 1 : F

.
G : A → B が howfope

𡶷
ヨ D : A → B ; R加郡 準 同型

7 st . がDt D 。 お = F -G
Fから G へ の

A なっ Bhomo㭭
」がらにもが

A -) B
D

Prop 15
.

3
.
2 :

"

hontope
"

は 同値 関係
on IR複体準同型 :A → BS



Theorem 15
.
3
.
3 F と G が honto

pe なら

HIF ) = HCG ) :

HH.dAJ-sHlD.dDJRofofThm15.3.i.ZEKwdAztJi@lFHY-.l
Gに )] in H ( B

.

が )

i.ec F (z) - G (DE Im が

( 以下 略 )



Section 15
. 4 : 銷複体 と 余銷複体

設定 R : 可換環
( C

.

0 ) ; R複体

( 1
. d ) i R 複体



R加群 として の 代数的
Def 15 . 4.li 直和 令解 に Ck が

Ktを

JCK C Ckt を みたす とき

( C =@Ck.d ) と R 銷複体 と いう
。

KEZ -the

R加群 として の 代数的
Chain comp&

Def 15
.
4
.
2 に 直和 分解 さ こ あべ が

Ktを

d べ く べ」 を みたす とき

( 1漁だ .
d ) と R 余 銷複体 と いう

。

.cochain comp
&



設定 ( Ci@G.O ) : R 銷複体
( 1 : たべ 、

d ) i R 余銷複体

叫 15 .4 . 3 : H 、 ( C . 0 ) に
出る のGB (clk )

k 次 homology

GaiHkh.dsdKevdnYmakicohomolgyTheoreml5.4.4i@HkK.d
) = H ( C . 8 )

、
Flak] いたのK k

g Hk (1
.
d ) - H (か

、 長といた叩
( R加郡 と し て 同型 )



設定 i (ぐ漁が 、
D : R 銷複体 に 1 . 2 )

( 1 i = 東で 、 di ) : 12 余銷複体 ( i に)

F : C → 0 i

R複体 準同型
G : A 、 → 1 2 "

Def 1 5
.

4
.
5 : F :いいが R 銷複体準 同型

昇 F ( Ck ) c C良 (も KEZ )
G : A 、

→ 1 2 が 12 余銷複体準 同型

郎 G (べ ) c で は ke Z )



Bop 15
. 4

.

6 : R 銷複体 準 同型 の 誘導準同型
(resp .

R鏘複体準 同型 ]
は homology の 次数 を 保つ

[ resp . cohomology ]

ド製に災良品で災窳 )


