
Section 16 : 特異 ホモロジー

設定 : M : n - mfd with Corners

R i 可換環 ( ひ E た。 )
知り たい 車 :

p
: comput will with )が 0 1

1 (A .
0

.
L ) が R の 向き /

1 : 2→ M
"

M における 変形"
arrive

"

M の 形状
"

の 情報が つまっ て いる l
f

a. 、 しかし どう やっ て 定義 する ?

ゴール i
" 特異ホモロジー "

と し て R 加郡 の 言葉で定義する !



駐

たはなこで
、
韜

型

た贒に籤
照明が、i



内容 : 標準 単体

特異 ホモロジー

誘導 準 同型

ホモトピー 不変性

0. 特異 ホモロジー と 特異 ホモロジー の 同型定理



Section 16
. 1 : 標準 単体

設定 : k し た。

Def 1 6
.
1
.
1

Ak ン = { Pi ( R . で 、 たがいが 1 Pe 2 0と 1
, jpg = 1 1 c が"

標準 k ・ 単体 ( Standard K - simplex )

Ex
k. 0

- t :飈



16
.
1
. 2 :眈以下 の 意味 で Ak は K - dim

'l Gmfd with Corners

A の G - 局所座標 ( d
. Section 8 ) と し て

( Of of al ) ( l = 1
.
. .

.
ktl ) を

d : こ ん PEAK IN ¥01 前日 k

| ll ! = 1 Ue GIFU i < 11 年、 Ck と 定める
、

W
. d → d

, P 1→ ( R 、 脳 )

Peこのがた = 3 ( of did ) ll =い ktl と は

Aka Gott であり
、

( AK
.
I And ) は k.mfdw.ci



たが
"

※ i※籩
.

. .

ii.※
'



⑧ た Ak の 向き は 以下 の 2種類 ある
。

1Li
が

、

べ : 1 (Of of al ) 4が灬 → h t.tl を それぞれ

k ltl(た)い た か
( lti.la 1 ) と し て定める

、

(よ)w : こ に は

この とき の
、
の は Thm 91.5 の 意味 で A 上 の 向き を 定める

。



た の 境界

-1<21と する 、

各 l - 1
,

i

,
ktl に つい て

た ! Aに、
→ AK.fi といい 、 G 1 H 1Gift , 0. G 、

一 ・ G )

と お く
、

Prop 1 6
.

1 . 4

Eilkd Ak 、
U - '

Ll AKI
,

1 , U 12 U - - U 1m )

ktl-EA.si boundary manifold
( Def 12 .

2
. 1 )

の 意味



ツ、
、嗌に



16
.

1
.を5 : AK 上 の 向き が ( resp.

が ] の 誘導 する

boundary mfd (A.. . W . . to An
,

2 , 0
.. u てい ) 上 の 向き (TimM .1 ) は

0だ u がさ u が u.eu 嚌ド、
と なる .

(resp. が u が
、

'
u が u.eu

t.k.IN
A

o て 1 A
,0+ と

oi の

※ %鱵
き た 、

「
_

3

日で
の
一

日、



Section 16.2 i 特異 ホモロジー

設定 が 位相空間、
Ri 可換環

Def 1 6
.

2
. 1 、 各 k E た。 について

C(AK
,
X )が i : AK → X 1 atil



Def 16 . 2 . 2 : 各 K EZ」 について

R加 群 G ( Xi R ) で 以下 で定める 、

G (× ; R ) -
nur

chain
f (A .

X ) × { of , 0と 1 の 生成 する

( continuous 自由 R 加 郡)

/ぐだいにより

部分 咖郡 と 生成
學



Prop 1 6
.

2
.3 :

G ( X : 12) の 元 C は

た ai ( Ti .0年 ) ( aieR.is C (A
.
X ) )

(有限和 ) の 形 で着ける
、

各 t Cu
、
X ) について( こ

にはい たが ) に 注意 )



気持ち : 本当は
nmi

,
R : Compactmfdw.ci/(A.o.L)o:Rの 向き (
1 : 2→ X : Conti

を 考え たい が
、

扱いが 難しい 、

その かわり に Ck ( Xi Z ) や Cc ( X ; R ) など を 考える
、

区 に
R = 1面、 て X を 考える 替わり に

、

( 月 → X ) + ( A → X ) と 考えて 代用 する
、



" 境界作用素
"

を 以下 で 定義 する
。

Def 16 . 2 . 4 : k E た と する
、

-

dki 4 × ; R ) → Cm (Xi R ) と

各 Ci Iai (で 、
べ ) ( di ER . Tit (した 、

X ) ) に つい て
i

。
脂 が (さい

、
2e ) に 誘導する 向き

も C : こ た ai 𥮲 ( T.it 、 鬯げ) E G 、 ( MiR )

( みには主に も した 。 u 、 拱は 1 ) ) と 定める 。

Rp 16.25 i が4 × ; R ) → G (Xi R ) は well defined

で R 加群 準 同型 ( KI )



Exi 𣟧が '

※ミ"a
→ x )

(ご→ x )



Def 16 . 2 .6 : 各 k E Zeo について

Cf Xi R ) : = 0 と お く
.

また 各 KE た。 につい て

る、 : CK (Xi R ) → Cm ( X ; R ) を

ゼロ 写像 と する
.



Def 16 . 2 . 1 : G (Xi R ) - 昆 Ck ( X ; R )

d に あるk
KEI

Theorem 16
.
2.fi J

2
= 0 (境界 に 境界 な 11

特に ( C * (KR ) 漁が (Xi R )は ) は R 銷 複体
X 上 の R係数特異銷複体

Def 16 .
2 9 :

H* ( Xi R) に H ( GMR ) . d )

tk ( X ; R ) = Hk ( GMR ) . d ) =

知る者 のい
R係数 k次特異 ホモロジー (Singular homology )

この とき H、 ( Xi R ) の Hk (Xi R )
KEZ



Proof of Them 16
.

2
. 8 :

「 ke で
、
と E 4 × ; R ) と は

、

⑤ 孔 = o

k£ 1 の とき は 明らか ( Cm ( X ; R ) = 0 )
K 2 2 と する

.

C = エ ai した、
べ ) ( aie R

、
ii E CCH . X 」 )

i

と書ける の で

以下 を 示せ ば なら

示○ る し て
、
ベ ) = 0 にて EC (か

、 X ) )



「
TEC (AK

.
X ) を とる

.

⑧ よ ( i . 0と、 ) = 0

以下 の Lemma を 用い d

Lemma 16
.
2
.
9 : I El E ktl.IE l

'

e k について

ぴ で = 1 発 弘 ( f l 'al )

を+102e ( if l ' z l )

asmapsA.az → Ak

Hit : 直接計算



まず d に
、
べ に 詳しい し 、 嗎ど )

= 越せば に o て 、
べり

じ に 0 2e .がリ = 一 ( Tote .が》



k.tl

これ より よいがく ) に I い がる していe 、

が )
に 1

l
'
+ 1

一、 魅せ が 恋 (- 1 ) に。 ぴ で、

べ )

= 越、 景 いけば ( Tote oで 、
べ )

こ、 、長恭が
"
に。 ぴで、

が2

)
ltl
'

t長、金 ) に しパム 、
ご )

シ、忌 が無い。 発、
moi )

に Lemma 16
.

2
.
9 )

が、法 や al
'

十、 、長、金 ) (でないと 、
べ )

= 0
回



気興 R こと の に

yonp.it嚙 withが0)Ker dk くー'
o : R の 向き
2 : r → X : conf i

Im da で 割る と (R
.
0
. i ) の X 内 で の 変形
-

を 無視
k.did

There

Hk ( X : 2 ) - ) は 、o.nl? 螉!
withに0 1

2 : r → X : conf i

X 内 で の 変形



区 X = hto
R = S

'

-.-
これが別言 高さだと みなす

さい an
璋
=闇
これの懸点



Example 16 . 2
.
10 : X が 1 点集合 の とき

G. ( Xi R ) で 倦 ( if K 2 0 )
( otherwise )

は 「 | fg
( Iko or Kidd )

( otherwise )

ThED H . 1 × ; RE | ?
( k = 0 )

( otherwise )



Section 16
.
3 : 誘導 準 同型 と ホモトピー

設定 i X 、 Yi 位相空間
R : 可換環

記号 i ( G( xiRli@GlxiRI.f ) ・

・ X 上 の 12係数特異銷複体
K

( GMR ) : GMR)が ) iY 上 の sn

Prop 16
.

3
. 1 : 各連続子像 fi X -) Y について

f に、指 に したて 、 指 ) と し て 定まる
R加郡 準 同型 f* i G ( Xi R ) → G (Y ; R ) は

R 銷複体準 同型



Def 16
.
3
.

2 i 各連続写像 f : X→ Y について

R銷複体準 同型 だ G (Xi R ) → C* (Yi R )

の 誘導 する R加別 型 同型 を

H (f ) に H Hx ) : H ( X ; R ) → H (Yi R )

と書く
、

X 1→ H (Xi R)
Theorem 1 0

.

3
.

3 : H : | f 、→ けけ )
は

位相 空間 の 国 から

R加郡 の 国への 関手でgraded
(詩細 略 )



Def 16
.

3
.
4 : 連続写像 f y i × → Y が howtope
剉 ヨ

p : × × 1 0 . 1] → Y : conf
f からg へ の 全 st 、

howty P ( a
,
o ) = f川

( txt X )
P ( a , 1 ) = g にい

Prop 16
.
3
.5 i

''

homtope
"

は C (X . Y ) に 1 1 : X -) YI conf i 4

の 同値 関係 を 定める
、



Theorem 16
.
J
.
5 : f.gs X → Y : conf と 2 0 .

f とj が howtope なら

た、 gx iG(Xi R) → G(Yi R ) も

hontope 、

特に HH ) = HG ) i H (× ; R ) → H (Yi R )

証明略 :

"

プリズム準 同型
"

と Thm は
、3.3



Def 16. 3 .6 i X と Y が homotope
ヨ f ; × → Y .

. conf i .

Y. 、 Y→ Xi ati 、

st.gfhidxltogwi.pl
G 16

.

3
.7 : X と Y が homotope の とき

H i R ) で HfYi R ) に k )



Example 16
.
3
.
8 : X が 可縮 ( 1点具合 と hmotope )

と する 。

(例えばユークリッド空間 の 球 、 開球など )
R ( if k = 0 )このとき Hd Xi R ) = |
o ( otherwise )



Section 16.4 t.CN 特異 ホモロジー

訪英 : M : n - mfd with Corners

R : 可換環
記号 i t .

. k 次元 標準単体
( K - mfd with Corners )

C (べ M ) = I i : ベ→ M 1 conf i 4

( C* (MiR)漁が、 (MiR ) . d ) :

M 上 の R係数特異 銷複体



Def 16 .
4
. 1 :

( AK
.
M ) ン = 1 t e CH

.
M ) | T は 級 1

CC (1.
.
M )

d (MiR ) - 1 Fai には ) ECK (MiR )IncrementTE で は
、M ) に iY

記号 の 乱用
CC (MiR )

Rop 16
. 4 .

2 : 9 (MiR ) は C (MiR ) の 部分 R加郡 で

み ( (MiR) ) CCI (MiR ) に k )

特に (MiR ) - tPzC@MiRl.d ) は R 銷複体
M 上 の R係数 で 多 異 銷複体



Def 16
.
4 .3 R 銷複体 (MiR ) =表パ (MiR ) . d )

に ついて

HIMiR ) : = パ ( MiR ) は )

怩 (MiR) - HE ( CIM ; RI . d )

M の R 係数 で 特異 ホモロジー

( Smooth singular homology )



Theorem 16
.
4
. 4 : HE (MiR ) - H、 (M ; R ) は k )

より 正確 に は

包含 子像 j ! CF ( MiR ) → G (MiR ) について

( R銷 準同型 )

Hlj ) : HTM ; R ) → H (MiR )

は R加郡 の 間 の 同型子像 と なる
。

(証明 略 : Thm 15
.

3
.
3 と

Whitney approximation theorem を 用いる)


