
Section 17 : de Khan cohomology
de Rham 理論 の モチベーション と 流れ再掲
-_-

モチベーション 多様体 M の 形状 ( トポロジー ) を 知り たい-

① M の 特異 ホモロジー H
* (MiR ) を 計算 したい ( R = R と する )

( M の 形状 を 反映 し た 不変量 )

② M の 0 - 特異 ホモロジー H! (MiR ) は H* (MiR ) と 同型 な ので

こちら が 計算 できれ ば よい

③ M の de Rhein コホモロジー 帳(M ) は

ぽ (M : R ) の 双対空間 と みなせる ( de Nam の定理 )

の で これ を 計算 できれ ば よい

○4 HAIM ) は いろんな 手法 で 計算 に アプローチ できる
、



Section 1 7 . 1 : de Nam cohomology の定義

設定 : M : n - mfd with Corners

記号 : べ (M ) i k t.ms on M 全体
の なす ベクトル空間「

( k E た。 )

d : べ (M ) → べ (M ) i 外微分
( k し た。 )



Def 7.l.li 各 k E Zo に ついて

べ (M ) i = 0

d = 0 : 1KM) → ベ '
M )

と お く
、



Def 1 7 .
1
.
2 : べ (M) に べ (M )

KEZ とおく
、

d-@dkkE4TheoremI7.l
、 3 : d 2 = 0 ( Thm 7. 3 . 1 の 再掲 )

特に (べ (M ) = 十品で 1M )
、
d ) は 余銷複体

Def 1 7 . 1 . 4 i HhM ) に H ( べ (M )
、
d )

HWM) に トド ( AM) . d ) =
比

みた、

k 次 de Rhein ohomgy



Observation 17 . 1 .5 : HGRMI : O if k CO or n < k

特に H品 ( M ) - HhM ) に無 )KIO

Example 1 7 . 1 . 6 :

M が 1 点集合 ( 0 - mfd ) の ど

べ (M ) - | R ( K = 0 )
.dk = 0 M )

O ( k =1 0 )

TLD H和 (M ) で | Y ( ko )

(1<=10)



Example 1 7 . 1 . 7 : MiR ( 1 -mfd ) とする 、

このとき で (M ) で 3 th 1 fe (R {
ペ (M ) E CTR )

d
。
: ATM ) → べ (MS

,
f 1→ f 'da

( de = 0 ( k =1 0 ) l
更に tmd.in?(M)mnnnnnr (微積分 の 基本定理 を使う )

これが
Kendo = 1定数関数 on R l

HIM ) = でMY Imd。 こ でいた「
M )

「

OH!M ) = Kudo = 1定数関数 on R に R



Example 17
.

1
.

8 : M : S
'

( 1 - mfd ) と する
.

S = RM と みなす .

0(明 : = 1 fe CTR ) Iflttn い ない した
、別

と おく
. I では 1 )

この とき

たぶたけた げ いいが 1 1= マリが )
5 0(田 や

doi ぺ 15) → では ) .fm fh



更に Imd。 こう

gdxlgtGCRP.f_idk.eud。 = 1 定数関数と

これが

H和 ( M ) こ べ (Mhi はたは
0(RT - R 1 した R

Rfjdx of

HIM ) = Kudo 係数関数 4 「 R



Example 1 7 . 1 . 9 : M = T : S
'

× S
'

(いたトーラス )

T i RY22 と みなす
.

0( 172 ) を
2
: こ て f e 011122 ) | test ) = fls.int tm )

ts.ie R.n.me Z
I

とおく
.

14M ) = 1 tdndylfc.CN(M)で 1
で (M ) = 1 gdxthdylg.hc.CCM )

で 1

ペ (M ) : ( 17 2 )で



もし たしか ?恐い 9 た thdy は 健 + ま )

dxndyfntdxttdylmdiilfdndylfffd.de
= 0 1

mediafire.net?hEhEhndKad:1gckthdylg.heeYf=jlYckthdylS.hECTR2)で

mail.t.it?dKardo=1
定数関数yinnnnhhnnnn



特に

HTMlER1dndyJERdRHtMlERIckJ@R1dyJER2HtMlEiB.l
i R



追加

Theorem 1 7
.
1
.

10 :

M . . M : n - mfds with Corners と 1

Mi と Mz は 位相空間] と し て homotopic である と する
。

このとき も k EZ
、

㷔 (M ) と Hh M) は ベクトル 空間う と し て 同型

Section 18 で論じる
。



Section 17 .
2 : de Rham 準 同型 と de Nam の定理

設定 : M :

n-mfdw.sk
E た。

ゴール : HGp (Ml の 各 元 と

トピ ( MiR ) 上 の 線型汎関数
と みなし たい

。



Def 17 . 2 . 1 :

MM ) x U MiR ) → R を 以下 で定める
、

( w.cl m fw
に Iai して 、がら ( aie R ) と 書い た と さ

巍和 で .
. で→ M ・

-map

fw に た ai Sariで訾
(特に 応が、

どこ だ
。パ )

で俅 ) こ では、 )



Prop 17
.

2
.

2 :

MM ) x U MiR ) → R は 双線型

( w.cl m fw

Bop 17
.
2
.
3 : WE べりM ) ce (MiR ) に ついて

い W = fdw
Stokes ' theorem の 系



重要 !
Theorem 7 .

2
.
4

H訕) × H! (MiR ) → R
( 1w ]

、
[ c ] ) い fw

は well defined で 双線型



Theorem 1 7
.
2

. 4 の 証明 の アイデア :

well - defined 性 について ( 響派は )
⑧ も

W . . W 、
E Kevdk with Wi - Wz E Im da

も
G.GE Ker dk with a -GEImdk.tl

、

( D [c 、 ] =[GJ)[ Jaw 、
こ し W

2

Thm 13
.
3
.
1

以下 を 示せ ば T分 : や と 関係
⑤DtweKerdk.tceImdkti.fw-0L@ltwEImda.kCEKerdk.f

とら ない5
H int : Prop 17

.

2
.

3 ( Stokes ' them )
と 関係



Def 1 7 . 2 .5

HE (MiR ) に ベクトル 空間 H! (MiR )
の (代数的 ) 双対 空間

RI i 本来 は いけ! (MiR )
"

は
"

M 上 の k 次 0一級特異なホモロジー
"

I と 解釈する の が 自然 ( 詳細 略 )



Def 1 7 . 2 . 6 : ( de Nam 準同型 )

を : Hi (M ) → H! (MiR ) を

(w) H 玉 (い

た ( しい ) : HE (MiR ) → R

[ C] 1→ f w
により 定める

、

Prop 1 7
.

2
.7 : Ek は well -defined で 線型

H.it : Thm 1 7 . 2 . 4



Theorem 1 7 . 2 . 8 ( de Rham の 定理 ) i

た : 帳 ( M ) → H! ( MiR ) は 線型 同型

Cor 1 7 .
2

. 9
M の 重要な位相不変量 !

dim Hh ( M ) くみ の と さ れ
R unser

dim
p
Hh M ) = dim He MiR )

R

HiHi Them 1 7
.

2
.
8
.
16

.
4
.
4
,
Section 4.1



(再掲 ) Theorem 1 7 . 2 . 8 ( de Rham の 定理 ) i

た : 帳 ( M ) → H! ( MiR ) は 線型 同型

i.e.pe w a べ (M ) with dw = 0
、

単射性 [WJ = oatcc.ca (MiR ) with dCO
.

L W = O

de Nam cohomology は homology 探知機 と し て きちんと働く !

② も
c e Gc ( M ; 112 ) with de = 0

,

全射性 [ cJ = 0 tw e で (M ) with dw = 0
.

f W =

cohomologyは de Rhin cohomology で探知 される !



Example 17 . 2 . 1 0 :

M : 1 点集合 の とき

牿 (MiR ) も 唏 (M ) も 1 Y ( K - 0 )

de Rhein 辰州、 6
CK to )

特に Hk (MiR ) t HTM ; R) もし ? ( k = 0 )

Thm 16.4
、
4 Him ;R ) は

( K キ 0 )

屹 (MiR ) の 双対

これは Ex 16.2
、

10 の 結果 と一致する
。



Example 17 . 2 . 1 1 :

M = デ = S
'
× S

'

( 2次元トラス ) と する
、

H. (MiR ) を 決定 しよ う !

でも RYI と みなす
.
P ・

.GG: ニ に
、 み ) へ a へ

て、 : A 、
い た 町で .

(に) 1→ [(S
.
0 )] "

Ci (だ が ) に

iz : A 、 → だ 別で
(に) 、→ Class ]



Claim : H 、
1 12 ) = Rに、] の 中には ま が

Recall ( Ex 1 7 . 1 . 9 ) i Hれ (だ : R ) = R Idx ] あ Rldy] こ が

特に dim PH . (だ i R ) = 2 ( Cor 1 7 . 2 . 9 )

が 直接 計算 で

み、 = de z = 0 in Co (だ i R ) が分かる
、

特に G.GE Ker d i
.

示○ [C 、 ] =1 0 が 1 Cc ) も0 RD ( G ] と [ C . J は -22独立
し in H、 ( I; R )



いま

き、 (物 (いたfdih.it し た) = Idx = 1

き、 いたいいが名が f。が 、
坯望 = 0

たいがいに怤 : たが𦥯
き、 ( II) (いが

g Jari ) で ( dy ) = l

これお )
[G ] =1 0 が 1 Cc ) も0 かつ ( G ] と [ C . ] は 一 次独立

が 分かる .

in Hi ( I; R )



de Nam の 定理 の 証明 に は

⑧ Mayer - Vietris 完全 系列

の de Nam cohomology の

U - honto 不変性

を 用いる
。



Section 17 .3 : de Rham の 定理 の 証明

設定 : Min - mild with Corners

de Rham の定理 の 証明 に 向け て
、
以下 の 言葉 で 準備 し て おく :

Def 17.3 . 1 : M が de Rhein de Nam 準 同型
た : Him ) → H! (MiR )
が 線型 同型 に k )

Theorem 1 7
.
3
.
2 ( de Rham の定理 の 言い換え i Thm 1 7 . 2 . 8 )

任意 の mtd with Corners は de Rnam



次 の 3 つ の Lemma を 認め て Thm 17
.
3
.
2 を 示そ う

Lemma 17
.
3
.
3 : M

.Main - mfd with Corners
st . M . と M. は deffeo と する

。

このとき M . が de Nam a M. が de Nam

Lemma 1 7 . 3 . 4 i

Cn 内 の 任意 の 凸 1開集合 は de Rhein

Recall : 0 0 Cm が 凸

t V
a
. Y e 0

,
VEE CO

. I ] CR .

txt ( 1-t )Y E O



Lemma 17 . 3 .5 i M : n.mfdw.ci と する 、

仮定 :
ヨ
0 。 = 3 0×知 : M の 開基 st

.

VIC A with I と 井 T.io 、 気Oi : de Rhein

結論 : M は de Rham



Roof of Them 17
.
3
.

2 :

Stop 1 : G の 任意 の 際]集合 が de Rham である こと を 示す
、

P を 中心 と する 半径 r
H.it で G の 開基 0 に t.openbdi.cn/PECn.rERo4

を 考える と Lemma 17. 3 .」 より Lemma 17
.
3
.
4 が適用 できる

Step 2 i 任意 の mtd w.c.M://U.tn ) が de Rham である こと を示す
、

H.it 、

M の 開基 0 :こう 0。 1 %と恐感 4 を 考える
。

Step 1 と Lemma 17
.
3
.
3 より Lemma 173.4 が適用でる J

.



Lemma 1 7
.

3
.

3
,

1 7
.

3
.

4 は Section 18 で 示す
.

次 の 2 つ の Lemma を 認め て Lemma 17
.
3
.
5 を 示し て おく

、

Lemma 17 . 3
.

6 : M in.mfdw.ci と 1
,

( Section 19 で示す ) 10
、

一 - t.GG を M の finite Open Cover と する
、

この と て
い

ない 1
.
. .

.NI
, ?、 Oi が de Nam

"

なら40

M も de Nam

Lemma 1 7
.
3
. 7 : I Min : n-mfdw.ci の 族 と する

、

( Section 20 で示す )
"

も が 1
,
Mx が de Nam

"

なら

非交和 点 Nh も de Phan



Roof of Lemma 17. 3
.

5 i

⑤ M は de Nam

Lemma 17
.
3
.
6 より 以下 を 示せ ば T分

を
ヨ
1 0 . . 02 1 : M の Open Cover

Q. 02.0 、 n 02 は それぞれ de Rham



以下 の Proposition
を 使う

.

Proposition
17

.
3
.

8 : M の 可算 開被覆 h Vkに灬 で あっ て

P
Vk は 相対 Compact in M ,

I C Vktl じ k )

M における 閉包

となる もの が存在 する

に Partition of Unity の Appendix の Section 1 . 2

( Lemma 1.8 t Lemma 19 の 証明 の Step 2)
)



M の 可算 開被覆 Walkin
...

で あっ て

P
Vk は 相対 Compact in M ,

Vie Vk

た。湖臧
で k ) と なる もの を 扖

(Prop 17.3
.

8 より 存在する )



各 K = 1
,
2 i

' について

費 :だぼ じたey
2kt 1 2K-)

と おく
。

この とき YAK = M
,

| A . は Compact で k )
Ak し た が A はopeiinM@kI.Ant も 0 ⇒ IK - ll El

.

に 注意
、



仮定 の 0が 0×知 : M の 開基 st
.

"
I C A with I と 井 T.io 、 気Oi : de Rhein

と なる もの が とれる の で とる
_

各 k = 1 ii 各 PEAK に ついて

K k

G e 0 で あっ て p e Op C
て

た と なる もの を 扖
。

また 各 k について Compact set Ak の Open Cover 1 0ftp..tk
の finite above 1 0が 、

一

、 啖」 を 扖
.



ここで でき 1,2 について

Nk

Oi : = U Ui CM とが

公では
この とき 1 0 . . 02 1 は M の Open Cover

( Recall : YAに M )

示○ Q
.
02

,
On 02 は それぞれ de Rham

によ ない



10 0 1 , 02 は de Rham である こと を 示す 。

i = 1
.
2 を fix.lk

Recall : Oi - UUi .

k = I l - 1

mod2

名 k に ついて 2 f の とり 方 から
l でいNk

も

箋 が、 Nd
. GO

'に は de Rham

特に Lemma 1 7
.
3
.
6 より 魋 Ot は de Rham



"

Of CAT
"

と 気 。でも 0 ⇒ IK - ll El
"

より

Oi =鼷
"

吭
nn

disj.int

と なる ので Lemma 17
.
3
. 7 より Oi も de Nam

、

① 終わり



② Qn Oz は de Rham である こと を 示す
。

O.net?.. 𣜌感 di である が

い

c た "

と
" だっ た キ 0 ⇒ IK -ll El

"

より

o.nu = 1」 ( 1 ※ 0で )nl.to?))Knnndisjoint
こと ( 感 慥"0紕がり

ろ ○別 の とり方 を Lemma 17
.

3
.
6
,
17. 3 . 7 より Qn Oz は de Nam

(計細 略 ) の 終わり 夜



未証明

Lemma 17
.
3
.

3 : Section は n

Lemma 1 7
.
3
. 4 : Section If n

Lemma 1 7
.
3
. 6 : Section 1 9 へ

Lemma 1 7
.

3
. 7 : Section 20 へ


