
Section 1 9 : Mayer - Vietris 完全 系列

Mayer - Vietris 完全 系列 の 紹介

特に Lemma 17
.

3
.
6 (de Nam の定理 の 証明 に 用い た )

を 示す i

再掲 Lemma 17 . 3
.

6 : M : n.mfdw.ci と し
、

1 0 1 、
一 - t.GG を M の finite Open Cover と する

、

この と て
い

ないい Nい た Oi が de Nam
"

なら40

M も de Rham



Section 19.1 完全系列

設定 : R : 可換環

DG 19
.

1
.
1 : a.be Z u の でaol.ae b

Vi : R加群 ( as is b )

t.ci Vi → にい i R加郡 伴 同型
( a Ei Eb - 1 )

と する
。

列 ( Nil i . う た と、) が exact ( 完全 )

節 Imfi = Kevた ( ai と b- 2 )



Prop 1 9
.
1 . 2 i ( A .

d ) : R複体 とする .

A JAIA が exact

⑦ HIA.tl = 0

( homology は exact から の ずれ "

を 定量化 した もの )

Rp 19 . 1 . 3 : A.B.ci R 加郡
f : A → B . g

i B → C と する .

of A → B → c → 0 が exact
t g

°

(Short exact Sequence )
と f は 単射 、 g は 全射 、

Im f - Key



Section 1 9. 2 : 複体 の 短詮列 と 連結準 同型

設定 : R : 可換環

( A
.
が )

、
( B

.
dB )

、
( C

.
や ) . R 複体 ,

f : A → B
. j : B → C

i R複体準 同型
S.f 、

o t g o

0 → A → B → c → o : exact

記2」 : HH ) : H (AAA ) → H ( B
、
よ )

、 誘導芋同型
HY ) i H ( BOB ) → H ( C.de )



Theorem 1 9 . 2 . 1 :
HG )

H ( A .の ) 断 州が ) → H (C.de )

は exact ( i.ec Ker HG ) = たけけ 」)

HiHi の

KerHlgIsImHDi.e.VaeKevdA.gfxa3EIm8ceasy7@KerHGScImHifIi.e
、

t be Ker P with gbc.hnが、

ヨ
a e Kev が s.t.b.fae.hn が



やる 事 : 連結準 同型
0 : H ( C .I ) → H ( A .が ) を 定める 。

Prop 1 9 .
2

.
2 C t Ker f と する 、

この とき
17

ioc に } ( b
.
a ) e Bx Kerが 1 g b = C

.
d
'
b = falt 0

0 → AT D J
C →o et)

b 1→ c

I I

a 1-) が fa 1→ O

!



再掲 Prop 1 9 .
2

.
2 c t Ker f と する 、

この と2

年 に 1 ( b
.
a ) e Bx Kerが 1 gb = C

.
d
'
b = fa 4=10

Prop 1 9 . 2 .3 i

G. Ca E Kev 8 with 1 G ] = [C 2 ] in H ( C .よ ) と の J
.

( i.e.ci - C . E Im よ )

このとき も ( a . . b 、 ) E
'で

、 、

t ( az.bz ) E 乞い 、

Ea 、 ] = 1 9 2] in H ( A . が )

( i.e.a.ae Im が )



Theorem 1 9
.
2
.
3 : S : H ( C . 8 ) → H (t.tt )

連結準同型 には H (a 」
( ae Kerで は

は well - defined で R加郡 準 同型
が B が "然晶)

HiHi Prop 1 9
.
2
.
3 . R加郡準 同型 で ある こと は eay .

Theorem 1 9 . 2 . 4

HG ) O H (f )

H ( BOB ) → H ( C . 8 ) → H (A .が ) → H ( D
.

が ) は exact

Mint : Ker d = Im HG )
Ker HH ) = Im 0



Def 1 9 . 2 .5 T.LI
竹 1

H ( A
.
が ) → H ( BOB ) → H (C . 8 )

Hけ) o

L Hは 1
H ( A . が 1 → H (D . が ) → H ( C

.が
けけ )
r

< HG )
H (A . が ) 前 H ( B

.
P ) → H ( C .

8 )

を 複体 の Short exact Sequence
'

o → A the → 0 の 誘導 する

Maya - Vietr is exact Sequence という



Section 1 9
.

3 : 銷複体 、 余銷複体 の

Mayer - Vietris 完全系列

の 銷複体 について

設定 : R : 可換環

( A
.
が ) 、 (BAB ) 、

CC.de ) i R銷複体 ,
f : A → B

. j : B → C
: 12銷 複体準 同型

S.f 、

o t g o

0 → A → B → c → o : exact

記号 i O : HK .
8 ) → H ( A

.
0が連結 準 同型



Prop 1 9 . 3 . 1 : 8( HK (C .よ ) ) c Hk 、 ( A .が )

G、 19 . 3
.

2 :

c で い
H ( A

.
が ) → H ( BOB ) → H (C .が

Ktl Hけ) 141

1414「
Hは 1

H ( A . が 1 → H (D . が ) → H ( C
.が

k HH ) K K

<
「

HG )
H (A . が ) → H ( B

,
dB ) → H ( C .

8 )
k 、 HH ) に1 K- 1

r

は exact



@ 余銷複体 について

設定 : R : 可換環

( A
.
が ) 、 (BAB ) 、

CC.de ) i 除銷複体 ,
f : A -) B . j : B → C

i R 余銷複体準 同型
S.f 、

o t g o

0 → A → B → c → o : exact

記号 i O : HK .
8 ) → H ( A

.
0が連結 準 同型



Prop 1 9 . 3 .3 : 8( げ (c.de ) ) c HTA.at )

Cor 19.3

い く/ Hlgl kt
H ( A

.
が ) → H ( BOB ) → H (C .が

HH)

k
<

「
Hは 1 k

H ( A . が 1 → げ( D . が ) → H ( C
.が

HH )

ktl
く

ktl
「

HG ) ktl

H (A . が ) 痢 H ( B
,
dB ) → H ( C .

8 )

s

は exact



Section 1 9
.
4 : 多様体 の Mayer - Viet 完全系列
設定 : M :

n.mfdw.ci?Oi.Od:M
の 開被覆

Q. 02.0in Oz は それぞれ

記号 i

(
n -mfd with comes)

で Oi い M i 包含 写像 ( i = 1 . 2 )

Ji 0 .
n 02 → Oi : 包含別家 ( i = 1 , 2 )



@ de Rham cohomology について

Theorem 1 9 . 4
.
1 : 余銷複体 の 列
での で ぶたよ

。

0 8 世 (M ) → べ (0 . ) で 102 ) → べ(One ) → 0

は exact

Hot i @ i ) での で は 単射 :

Easy

が Ke Jiji > Im での で i easy
(ii) Kenji - Jie Im で の が : 貼り 合わせ
(iv) yt.IE は 全射 : 1 の 分割 を 使う



Prop 19 . 4 .

2 :

「
We で (o.is ) with du = 0

,

ヨ
Zw e ベ' ( M ) with dzw = 0 でZw = dw、

ヨ
(W . . m) E で 10 、 ) の で 102 )

的 Y で Zw こ dw
、

W - Jim -J! m

k K k.tl

また T i 娵 (0 , n 02 ) → ト如 (M )
[ w] 1→ [ Zw]

は well-defined で 線型 写像



Theorem 19 . 4 . 3 :

fi2Hi1MY-sHh1O.I@Htil0d-sHiIo.noD
たが

〈HdRYiI-HdRYDHi1Ml-7HdR1O.I@Hhl0d-sHhl0.n 02 )
HdRに )の HdRして2 )

ii

H蜅 ( MY → 脳で 1 0 . )の 咄が102) → HITOne )

をド
く

は exact



⑨ - singular homology に つい て

R を 可換環 と する
、

Remark 1 9 . 4 .
4 ががかい かいか *

O → Cf ( On 02:12) → 0* 10、 ; R ) の で 12) → CF (MiR ) → 0

が eat に なっ て 欲しい が
、
い )* t (1 2 人 は 全射 に なら ない

ちょっと 工夫 する 必要 が ある
、



Def 19 . 4 .5 名 ke 区 に ついて

Cf (M : 1 0. . 024 i R )

に } I di (で 、べ ) e した (MiR ) |
i

V i
,

ヨ
j = 1

,
2 st 、

t.it?.:?:=o
( if k CO )

まで は ( M : 1 0 . . 02 1 i R ) に Cf (M : 30 . . 024 i R )
KEZ

とおく
、



Ropl9.4.6iOC@lMila.OzliRJcCelMilOi.O
di R)

に KEZ )

特に
( (Mila

,
0、 1 i R ) 、

2 ) は

( CE (MiR ) . d ) の 部分 R 銷複体



Def 19 .4. 7

f : (Mila
,
0、 1 i R ) → of (MiR )

に 包含写像
Bop 19 . 4

.
8 :

ヨ

r : MiR ) → CFM ; 1 0. . 02 1 i R )

st.ro ( Eid , for - id (seeseahomot.pehomotope はり )

特に Hk ( CT (Mila , 0で i R ) は ) 等 H? (MiR )

Hiti 重心 細分 を 用い て r を 構成する 。

以下
、
H、 (垜 (Mila , 0で i R ) 、

る ) と H! (MiR ) と 同一視する
( 各 ke Z )



UKに1
.

Prop 1 9 . 4 . 9 i (か*
+か*) 1CE10.iRI@CMGiRDCGMi10i.Od i R )

Theorem 1 9 . 4
.

10 : 銷複体 の 列

は何にが ) が対した ) *
0

0 → Cf ( On 02:12) → 0* 10、 ; R ) の で 12) → CF (Mi 30. .02 { ; R) 8 0

は exact

HiHi easy



Prop 19 . 4 .

1 1 :
「
c e (M : 1 0 . . 02 1 i R ) with de = O

ヨ
ac E は、 (One : 12) with da o DA de : dbi

ヨ
( bi.bz ) E

、
10. ; R ) の (0で 口)

的 に しか*G = dbz
k

に い )
*
b

、
t (12 )姑

また t i Hた (MiR ) → HF (One )
lc J H lac ]

は well-defined で R 加郡 望 同形



Theorem 19 . 4 . 12 : re

𦜝( 0 、
n 02:12)

く

→ HHQ i R) の 脳0で R) → 1𡋽(MiR )
oe

( ぽして ) + H"に2 )

H? ( 0 、
n 02:12) → Hた (0 . i R) HE 10で R) → HE MiR )

HT )がぽけい ) oi

HHO.rs 02:12) Hた い R) Htzi R) → 昿(MiR )
d

C

は exact



Section 1 9
.
5 : Mayer - Vetris 完全系列 と de Rham 準 同型

設定 : Min - mfd with Corners

to
. .
02 1 : M の 開被覆

こ、 節 の ゴール は Lemma 17
.
3
.
6 の 証明

再掲 Lemma 17 . 3
.

6 : M : n.mfdw.ci と し
、

1 0 1 、
一 - t.GG を M の finite Open Cover と する

、

この と て
い

ないい Nい た Oi が de Phan
"

なら40

M も de Rham



Section 19.4 の 後半 において R - R の 場合 を 考える
、

Def 1 9
.
5
.

2 :

線型 子像 0た : He (MiR ) → He (0.no . i R )
N N

Haji ) H 、
(One i R ) → H i R )

に、
2 )ぽしい : HT Oi i R ) → HTM i R )

K K

の 双対 を それぞれ

な、 怵 ( MiR ) → Hで 10い02:112 )

製で :
怡 ( Oi i R ) → H! ( an 02 : R )
H! (MiR ) → Hが (Oi ; R 」

( にし
、 2 )

と お く
、



Prop 19 .5
.
3 :

0が

峨 (MiR )
'

→ HHQ ; R )がば 10. i R ) → Hが 10 . n 0 2次)
8で

く H.ly 、 ) - HI )

Hが (MiR ) → H: 1 0 , ; R )の 脂 10. i R ) → Hが 10 . n 0 2次)
H.にはHi ) が"

だが (MiR ) たげで1 0 、 ; R )のHtii R ) → H
'で10 . n 0 2次)

t

L

は exact



Prop 19 .5 .

4 :

de Rham 準 同型 は

Thm 1 9
.
4
.

3 の exact Sequence から

Prop 19 . 5 . 3 の exact Sequence
へ の 射 (全部可換 )

-
. → HiHi ) の 間が02 ) → Hideo) → HIM ) → H'訛り の 脳 (02 ) → Hi (One ) → . . (exact )

atatotat.at a
. . → Hi . iR) の His ;R) → 咍 (One : R) → 呫 (MiR ) → Hで 10. iR) の Hui、R) → Hで (One ; R )が (exact )

Hits Thru は、 1.9 と 次 の Lemma



Lemma 1 9
.

5
.
5 i

も
ae Q、( an a ; R ) with dao

{
か*

a : る か
と
bi E GE 、 ( Oi i R ) に 1

.
2 ) が

_か*a = dbzと E Camila
,
0di R ) with de = 0

にはがせ診
も
Z e べ (M ) with dz = 0 HZ = dw、

「
Wi E ベ ( Oi ) にし

、
2 ) st.ly で Z =

dw.twe ベ '
( M ) with dwi 0 W - Jim -J! m ,

Saw = fz
H.it : Bop 17 . 2

.
3 ( Stokes' thm の 系 )

、
Them 1 8

.

1
. 7

.



Lemma 17
.
3
. 6 の 証明 の 準備 :

Lemma 1 9 .5
. 1 : O. . 0 2 ,

0 、 n 02 が それでれ de Rham と する 、

この とき M は de Rham

HiHi Prop 1 9 .5.
4 と 次の ページ の Lemma

( t.ie lemma )



Lemma 1 9 . 5 . 6 ( t.ie lemma )
V . . . .

.
に

、
W . .
i

.
W5 を ベクトル 空間仲 と する

。

V. → u → V
,
→ V 4 → b (exact )

H. 。 1 42 0 1 4, 0 1 04 0 1 45

m → m → m → m → wj (exact )

と 線型写像 の 可換 図式 と し
、 各行 は exact と する

。

また 4.42
、 04.05 は 線型 同型 とする

、

この とき 0.is → W. は 線型 同型



再掲 Lemma 17 . 3
.

6 : M : n.mfdw.ci と し
、

1 0 1 、
一 - t.GG を M の finite Open Cover と する

、

この と て
い

ないい Nい た Oi が de Nam
"

なら40

M も de Rham

証明 の H.it i Lemma 1 9
.

5
. 1 を 用い て

N について の 帰納法 で 示せ ば よい


