
Section 4 : 方向微分

意義 t.tt級関数 の なす 用代数
"

の 言葉 を 用い て

方向 微分 を 代数的 に 特徴付ける
.

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化

Section 2 R 代数
3 0級関数
4 方向微分 ⑧4、 ら 写像 の 微分
6 合成写像 の微令



内容
・ 方向微分 の 定義 、

各種 性質

Q 接 ベクトル の 定義
、 局所性
しい

・ 方向微分 = 接ベクトル
rrnrn

代数的 に定義 さ れる
。

も
'

の 証明 は 試験
鍵;
鵡

の

饠外の



Section tい旃微令 の 定義 、 性質

一言
文定 i n E た。

n = 0 の とき は

UC Rn : 開集合 | あまり意味がない、

0
き

ひこ し を 想定 して

よい

記号 : 3 e . . . .

. en l : 1で の 標準基底

ピル ) に U 上 用値 級閃数全体 の なす 用代数

( of Section 2 .
3 )



方向微分 の定義 を 復習 する
.

Def 4.1.1 : ※ EU .

でで1が と する
_ たの

で

-

各 f e ピ( U ) について

し りが = lim
"
ー

"迦
ER

h→。 h

と 定める
、

( P における f の ひ 方向微分 )

Bop 4.1.2 : Def州の 設定 で 切け) ER は well-defined
-

n LTTE : Openまた ひこ た、
dei ( di ER ) と おく と し が重要 )
n| Up (f ) = 匚 di 忠卬 ) と なる

.

に 1

( C 級 で Oki まったく 自明 で ない ので各自 解析 を 復習 し て欲しい)



PE U 、
UE R" を 固定 する

。

写像 切 : ピ( U ) → R
. f 、→ 切 け )

について 考え J .

Bop 4.1.3 !

-

しりっ : ピル ) → R は 線型 写像

Hint : t.ge ピ (U ) 、
入 ER を 任意 に とる

.

o
ピ(U) の和 。~ R の 和

-

⑤ y。 ( ftg) こ りっけ ) t 切り )[ L y ( N ) = 入TIER の 積

も ピ(0) の スカラー倍



Peptide t t.ge ピル) 、

(p における ライプニッツ 則 ) R の 元

www.

なな ) = 聃磯塌し . .
R の 積
if

au) の積

Section 4 .

2 以降 で は
、

"

P における ライプニッツ 則
"

を 用い て

P で の 方向微分 を 特徴付ける 、



後々 の ため 以下 の 記号 を 準備 し て おく

叶 、
4.1.5 : 各 i = 1

.

. .

.
n
.

各 p EU について

Li訓。
: au ) → R

.
f ↳ 割の

PT4.t.by : 各 i = 1
.
in

.

各 p EU について

Lys (ei )p = (孨 )
p.ie

、 、
、 、

、 en と

は 1 1での 標準基底 section4.IT



section4.2.it?リトル の 定義
一言天足 i n E た。

U c R
"
i Open

PE U △一 点 p も 固定

記号 : ピル ) : U 上 R 値 級関数全体 の

なす R 代数 ( et Section 2
.

3 )

2 (ピル )
.
R ) : こうり : ピ (U ) → R 1 J は 線型 と
も

Bop 2.1.6 の意味 で ベクトル 空間
くしピル 1 . R ) の 元 を ピル ) 上 の (線型 ) 汎関数 と よぶ

( はん かんすう )



町4.2_y.li 線型汎関数 J : ピル ) → R が

PE U における ライプニッツ 則 を 満たす

|節 竹が ピル" '"
-_-⇒

ylfg ) = JH ) 卬 ) t ftp.yg )
F F A

ピル ) の積 R の 積



以下 の 様 に 記号 を 定める : J i ピル) → R i線型
△-

Def . 4.2.2 : TU : = { J EL ( aus . R )
ne

ver

U の p における F 1 J は P における )
接空間も ライプニッツ則 yrnn

を 満たすし Tp U の 元 を U の p における 接 ベクトル と いう
.

agent

後で
「
方向微分 = 接 ベクトル」

を 示す
。



Drop 4.2.3 : 各 ve が について GETU
-

し nn

P における ひ 方向微分
( f . Bop 4.1.3 and 4.1.4 )
Question i 方向 微分 以外 に Tp U の え はあるか ?

Answer ! 実は 存在 し ない !

( ie.TN = うりっし ひ いが と )
mi 方向微分 は

"線型性
"

と
"

ライプニッツ則
"

で 代数1門 に 特徴付け られる !

( ピ(U ) さえ 覚え て おけ ば
、

U の 入れ物 で ある 1が を 忘れて も よい ) 糸毇○



section4.3.TN? と 接 ベクトル
一一

この節 の 目標
「

方向微分 = 接 ベクトル」 を 定式化
( 証明 は Section 4

.4 & 4 . 5 )
少し 準備 :

Pnpt3.ly に 不 U は 人 (ピル ) 、 R ) の 線型 部分割間 .

特に ベクトル 空間 と なる 。

和 i かな : ピル ) → R
.
f いかけ )は(f) (列でTN )

も
汎関数の 和 点和fiう ー 倍 ?

Y : ピル ) → R . f 1→ 入 け) ( y EIN .
が R )

Fも
汎閃数のスカラー倍 R の積



Rf
、
4.3.2 に きp.co:1が → た U 、

ひ け ひ
p

と おく
、

tl Bop 4.2.3 より well defined )

国一がる 乱 : が →礼 は 線型 写像 で ある
.

Hinti@iEp.u は 和 と スカラー 倍 を 保っ

i. e
. ① も

v .WE R
"

、
〈V + W )

p
= Vpt Wp as (U )→ R

② も
VE が

、 txt R . (N )p
= 入 Up

as CT)→ R| にがい WE が を 任意 に とる

示○ (V+ W ) p ン Vpt Wp

ie.lt fc (U) 、
(HW )

p
f = (Vpt Wp ) f

. . . . ( Bop4.1.2 を 用いる )



っ 4.2.4皿 : Ep。 i 1が → Tp U は 単射

_

なげ Rop 4.3.3 より 乱 は 線型 写像 な ので

以下 を 示せ ば 十分

示○ V VER
"

with Up = 0
,

V = 0
.

Up = 0 と なる VE が を 任意、 に とる
、

に も ai ei ( Git R ) と おく
。 ( Read i Ten 4

i = 1

は がの 標準基底 )| @だッ a 。

i = 1
,

- く

、
n を 任意 に とる

.



がさの
が : U → R 、

っし け つ( i と おく と
、

が E ピ( U ) ( 好唄式関数 ) かつ Vp しが ) = Qi

( by Bop 4.1.2 ) 、| は y 。 なので g = yyy 。

一 国



「 方向微分 = 接 ベクトル」 の定式化
を。幾

L 乱 : ぽ →乱 は 線型 同型

特 に
"全 射 性

"

が 重要 ( それ以外は すでに述べた )
Section 4 .4 & 4 . 5 で証明 の 要点 を 紹介する 。

定理 の意義 i

など p を 始点 と する ベクトル全体 "
と 思っ て よい

、

とくに Tp U は ピ ( U ) の 言葉 で定義されている

ので "

p を 始点 と する ベクトル全体
"

は|甽数 oum 復元 攻 。



Car 4.3.6 : (京)p . i (剥p
は TN の 基底

T.Lnrnrnr.nlcf . Def . 4.1.5 、 Bop 4.1.6 )

section4.JP



section4.cl? 接 べり1.in/_祈性 試験範囲外の
この 節 で は 接 ベクトル が局所的

"

な 概念 である こと を 示す
.

(Theorem 4.3.5 の 証明 の 準備 )

設定 : n t 2に 。

UC 1が 空 で ない 開1集合

PE U

記号 : GT) = 1 [ f]
p

1 f e ピル ) {

( of . Section 3. 4 )



Popteen :各 JETp U は

(接ベクトル の 局所性)j : GT 」 → R
,

[f]
p

1→ Jf

し を 誘導 する ( ie fyg ⇒ g 、打 3 (g) せ t.ge ピルり ) .

1型 J EIN .
f
. f E ピル ) with fyg を 任意にと J

.

J は 線型 な ので 以下 を 示せ ば よい

⑦ J (f -g ) = 0 .| いま fyg より p の 1開近傍 U。 in U で あっ て

fluid 。 。
と なる もの が とれる

.

この U
。
について Ur( P ) c U

。

と なる r > 0 を fix.
nine

Par . 1開近傍



が10
V 、

= IV ,
Vz = V として Thm 3.2.6 の b E ピ(が ) を 1つ と I -

11 x - p ll < fr ⇒ b (x ) = 1
を 満たす beピ(が )つまり } y 、 .ph z r ⇒ がい = 0

を 1つ 選んだ
、

b
。

ここ bl。 E ピ ( U ) と おく
、

この とき b。 ( f -g) = Ou に 注意 する と

も
U 上 の ゼロ 閃数f.州 圳

= y し bu ) g) (p) + ( b。 ) (p )J (t.gl
、
.im

= J (t.gl 1

囮



Bop 4.4.2 : 町 : GT) → 中
、けが 抑」

し 、一子 well - defined で
、 中 代数準同型 .

。_

"パル ) 上 の ライプニッツ叶
、4.4in 則 "

が𡴭 : = イ 了 EEEC.IN は1 にろしの ) ・眺」

し +駉竹しり上の汎閃数 (な 、 YE (UI )
のなす ベクトル空間

TPY.ie
: ポ晣0 ) は L ( GMO) 、 R )

の 線型 部令 空間



次 の 定理 を 次節 で 用いる .

を15坐

礼 → で" U , J 1→5
PL は well- defined で 線型 同型 写像

(証明 は 難しく は ない )

Tf
"
U は Tp U から

"

定義 の ムダ を そぎ落としだ もの
。

だ" U を 接空間 "

と 定義 する 流儀 もある
.

section4.4.ES



section4.SE?Theorem4.3.5 の 証明
ーー

試験範囲外の
を𦥯(再掲 ) PE U 私が と する 、

L 乱 : W → TU は 線型 同型

全射 性 以外 は Section 4 .

3 で 扱っ た 、

全射 性 の 証明 の 流れ :

Stop 1 : U の と り 換え に つい て

Step 2 : U が 凸 の 場合 の 証明

Stop 3 : 一般の 場合 の 証明



5抑 1 : 0 の とり や

Steps 1 の ゴール は 次 の 補題

Lemmat_5.li PE U
i UC が : P の 開二近傍 と する 一

次 の 2条件 は 同値

i) をp.ua:1が→ TN
'

が 線型 同型
If 」 乱 : 1が → TPO が 線型 同型

つまり Thm 4.3.5 は 必要 なら を 小さく とり換え て」

示せ ば 1分



Thm 4.5.1 の 証明 に 向け た 準備 :

PE U i UC が : P の 開二近傍 と す

t.pro/っ 4.5.2

一己で、
心 → TN . J → J o restで

rnnしは well - defined で 線型写像 ピル )→ピ心 )

制限写像
( et . Section 3 .4 )



甌4.5.3 : 己 : IN
'
→ FU は 線型 同型 写像

( Hint : Thin 3.4.9 and Thin 4.4.5 )
E や

この ため に がんばっ て 準備 し た

1つ 4.5.4辶 : 次 の 図式 は 可換 ( ie 、 乱 = ジ戰 )

[ Rn
t TU

'

t '己

通 礼

Rdoflt Thm 4.5.3 と Rop 4.5.4 から 従う 。 岡
L



払っ 2 : 乚 が 凸 の 場合 の
'

-

Steps 2 の ゴール は 次の定理

部 4.5.5
一、

! p E 1が
、
UC 1が p の 凸 開近傍 とする

、

nrrn

し
" 乱 波" 礼 は 𨪙

Re_i.li CR" が 凸 dh.YEU.tt e [ o . は 、

七つ( t ( lt ) Y EU
U



Drop 4.5.5 の 証明 の ため 、
2つ の補題 を 準備 する

。

Lemma 4.5.6
一、

PE U C 1が と する ( U は 凸 でなく て も よい )
Open

1。 : U → R . a ↳ 1 (定数関数 ) と おく
。しこ の とさ 1。 EMU) で YE IN , JW ) = 0

.

Proof : 1。 は定数関数な の で Iu E CTI
.

AT

JE TU を 任意 に とる
、

④ g ( 1v ) = 0 .

1 v ・ Iu こ Iu に 注意する と
、しし孔 ) = J (だん ) = JH ) ・ 1 + 1 JW = 2りはり 、

① ライプニッツ 則

これより yは。 ) = 0 囮



Lemma 4.5.7 : p EUC 1が U を 凸 と する
.

Open
TU) を 固定 する

、

この とき Gf 、

・・

、 Ch E ピ(U ) で あっ て

|
たいこ 抑) t IG! いい (外 - Pi ) (な EU )

に 1

G! (p ) = 音 ( p ) に i = 1 . 2 、
、 、

、
n )|

と なる もの が 存在する
。

この 補題 の 証明 は 簡単 で ない

積令 論 が必要 ( ルベーグ積分論 の 立場 の証明 を )この スライド の最後 に 紹介 する



Rofi
V3 t 万 ( U ) を とる

.

|
が" " がい"ヅ "

また Qi = J (が ) ER と おく
、

⑦ 乱 ( Eee i ) = Jに 1

|
i.e.lt feat

. aei )pf = JH )
に 1

、

M

ただ 音卬 )



も fe ピ( U ) を とる
、

⑤ Eai 器 (p )
= Jけ)

所"-Teiiiii"|
たいこ 払っ) + IG! (っいしが Pi ) せっい- U )

に 1

G! (p ) こ 前 4つ ) (だい ー

、
n )

と なる もの が とれる
、

特に 1 。 i U → R
、

っ( 1→ 1 (定数関数 ) と おく と
、

n

f = ftp.1い た G! ・ (が - Pi -1。 ) ( in ( 0 ) )
で a品 で碎𧘱 )

と書ける .

R CNN)



従って

gけっこう し たが 1。 + IG! ・ (が ー がい )
に 1

n

= f (p ) ・ 3 11 。 ) t 忌 了 ( Ei . 1兆 吐い )
が線型性 でも

ftp.t.6 )
n

こ

たり ( Ei ・ Hi - Pi 1い)
n

=

ライプニッツ則 忌(3 (G! )
・ (が りつ ) - Pi 1。 卬 ) ) + G! しがけ国 一門明| 線眺 がたがた たた た

。景卬)こま﨑州
に 1 囮



Steps 3 : 一般 の 場合 の 証明

几df𦥯
PE U C 1が と する

.

Open

P 球 波" 乱 は 纐雕

U は 開集合 in が なの て
い

た ( p ) C U と なる V70 が存在 する
.

ver

Par 間、近傍



P の
つづそ。 この よう な r > 0 を 1つ fixl.ge 凸開近傍

U
'
に U (p) (私 が ) とおく

、

I
" ' "豅ば附

⑦ Ep.ci が → たじ は 線型 同型

「 全射 性」 以外 は Section 4 .3 で 扱っ た 、

全射 性 のみ 示せ ば OK
、

⑤ 野心 i が → Tp U
'
は 全射

ここで UE 4(p) は 凸 な ので
、 Bop 4.5.5 より

Ep.ua : が → TN
'

は 全 射 囮



この 証明 から 以下 も 分かる
.

Bop 4.5.7 乱 : 1が → た U の 逆写像 は

一

二心 に Tp U → 1が
、 J け はしがいはしかい )

ただし Ki : U → R 、
っし けつ( i

.| 特に 任意 の g E 孔 に"

n

J ン たかが ) (剥
p.section4.JO終



ิ଍ϓϦϯτ

Lemma A. U ⊂ Rn ΛۭͰͳ͍ತͳ։ू߹ͱ͠, p ∈ U Λݻఆ͢Δ. U ্ͷ C∞ ਺ؔڃ f : U → R Λߟ
͑Δ. ͜ͷͱ͖, ͋Δ U ্ͷ C∞ ਺ͷ૊ؔڃ Gf

1 , . . . , G
f
n : U → R Ͱ͋ͬͯ, ҎԼͷ৚݅Λຬͨ͢΋ͷ͕ଘ

.Δ͢ࡏ

• f(x) = f(p) +
∑n

i=1 G
f
i (x)(xi − pi) for any x ∈ U .

• Gf
i (p) =

∂f
∂xi

(p).

Lemma A ͷূ໌ͷΞΠσΟΞ. ֤ i ʹ͍ͭͯؔ਺ Gf
i : U → R Λ

Gf
i (x) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(p+ t(x− p))dt

ͱ͢Δ (U ͕ತͰ͋Δ͜ͱ͔Β্هͷؔ਺͕ well-defined ͱͳΔ). ͜ͷͱ͖ Gf
i : U → R ͸ C∞ ਺ͱؔڃ

ͳΔ (͜Ε͸ඇࣗ໌ͳ࣮ࣄͰ͋Δ: ৄ͘͠͸࣍ϖʔδҎ߱Λࢀর). ֤ x ∈ U ʹ͍ͭͯ

hx : [0, 1] → R, t %→ f(p+ t(x− p))

ͱ͢Ε͹

f(x)− f(p) = hx(1)− hx(0)

=

∫ 1

0

dhx

dt
(t)dt (∵ ඍੵ෼ͷجຊఆཧ)

=

∫ 1

0

n∑

i=1

∂f

∂xi
(hx(t))(xi − pi)dt (∵ ࿈࠯཯)

=
n∑

i=1

(xi − pi)(

∫ 1

0

∂f

∂xi
(p+ t(x− p))dt)

=
n∑

i=1

Gf
i (x)(xi − pi)

ͱͳΔͷͰҰͭ໨ͷ৚݅Λຬͨ͢. ·ͨ

Gf
i (p) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(p)dt =

∂f

∂xi
(p)(

∫ 1

0
1dt) =

∂f

∂xi
(p).

ͱͳΔ͔Βೋͭ໨ͷ৚݅΋ຬͨ͢.

Gf
i (x) =

∫ 1
0

∂f
∂xi

(p+ tx)dt ͷඍ෼Մೳੑʹ͍ͭͯ͸࣍ϖʔδҎ߱Λࢀর



ূ໌ͷதͰߏ੒ͨ͠ Gf
i (x) =

∫ 1
0

∂f
∂xi

(p+ tx)dt ͕ C∞ Ͱ͋Δ͜ͱ͸ҎԼͷҰൠతͳఆཧ͔Βै͏ڃ (֬ೝ

ͤΑ):

Theorem B. ։۠ؒ (a, b)(⊂ R) ͱ Rn ͷ։ू߹ U Λݻఆ͠, C1 ਺ؔڃ K : (a, b) × U → R Λ͑ߟΔ.

·ͨ (a, b) ʹؚ·ΕΔ༗քด۠ؒ I ΋ݻఆ͓ͯ͘͠. ͜ͷͱ͖

G : U → R, x %→
∫

t∈I
K(t, x)dt

ͱ͢Δͱ, G : U → R ͸ C1 .਺ͱͳΔؔڃ ·֤ͨ t ∈ I ʹ͍ͭͯ Kt : U → R, x %→ K(t, x) ͱ͓͚͹, ֤

i = 1, . . . , n ʹ͍ͭͯ
∂G

∂xi
(x) =

∫

t∈I

∂Kt

∂xi
(x)dt for any x ∈ U

͕੒Γཱͭ (ͭ·Γภඍ෼ͱੵ෼ͷަ͕׵ՄೳͰ͋Δ ).

Remark C. 1. ΋ͯ͑ߟ΋ϧϕʔάੵ෼ͱͯ͑ߟΔ༗քด্۠ؒͷੵ෼͸ϦʔϚϯੵ෼ͱ͍ͯ͑ߟճࠓ

( ༗քด۠ؒΛϧϕʔάଌ౓ʹΑͬͯଌ౓ۭؒͱݟͳ͍ͯ͠Δ ) ಉ͡Ͱ͋Δ. Ұൠʹ R ্ͷ࿈ଓؔ਺
ͷੵٛ޿෼ͱϧϕʔάੵ෼͸ (Մੵ෼ੑ͔Βͯ͠ )ҟͳΔՄೳੑ͕͋Δ͕, ༗քด্۠ؒͷ࿈ଓؔ਺͸

ϦʔϚϯՄੵ෼͔ͭϧϕʔάՄੵ෼ͰͦΕͧΕͷੵ෼஋΋Ұக͢Δ͜ͱ͕஌ΒΕ͍ͯΔ.

2. ؔ਺ K ͷຬͨ͢৚݅ͱͯ͠͸΋ͬͱ؇࿨͞Εͨঢ়گͰ͑ߟΔ͜ͱ΋ՄೳͰ͋Δ͕, ͜͜Ͱ͸໘౗ͳٞ

࿦Λආ͚ΔͨΊେ͖ͳ։ू߹্Ͱ C1 .ԾఆΛஔ͍͍ͯΔ͍ڧͰ͋Δͱ͍͏ڃ

Theorem B ͷূ໌ͷώϯτ:

v ∈ Rn Λ೚ҙʹબΜͰݻఆ͢Δ. ϧϕʔάͷ༏ऩଋఆཧ (Լʹओு͚ͩॻ͍͓ͯ͘)Λ༻͍Δͱ, U ಺ͷ఺

x ʹऩଋ͢Δ఺ྻ {xn}n∈N ʹ͍ͭͯ,

lim
n→∞

lim
s→0

∫

t∈I

Kt(xn + sv)−Kt(xn)

s
dt =

∫

t∈I
lim

n→∞
lim
s→0

Kt(xn + sv)−Kt(xn)

s
dt

͕ਖ਼౰ԽͰ͖Δ. ͜ͷͱ͖ࠨล͸ limn→∞ vxn(G) Ͱ, ӈล͸
∫
t∈I vx(K

t)dt Ͱ͋Δ (ͨͩ͠ vy ͸ y ʹ͓

͚Δ v Ͱͷํ޲ඍ෼ͱ͢Δ). ಛʹภಋؔ਺ v(G) : U → R, x %→ vx(G) ͸ well-defined ͳ࿈ଓؔ਺Ͱ

vx(G) =
∫
t∈I vx(K

t)dt (x ∈ U) ͱͳΔ͜ͱ͕෼͔Δ.

Theorem D (ϧϕʔάͷ༏ऩଋఆཧ). (I,m) Λଌ౓ۭؒͱ͠, I ্ͷؔ਺ f : I → R ͱ I ্ͷՄଌؔ਺ͷ

ྻ {fn : I → R}n∈N ͕ҎԼͷ৚݅Λຬ͍ͨͯ͠Δͱ͢Δ:

• {fn}n∈N ͸ f ʹ֤఺ऩଋ͢Δ.

• ͋ΔՄੵ෼ؔ਺ g : I → R Ͱ͋ͬͯ, े෼େ͖ͳ n ʹ͍ͭͯ |fn(t)| ≤ g(t) (for any t ∈ I) ͱͳΔ

΋ͷ͕ଘ͢ࡏΔ.

͜ͷͱ͖ fn (n ∈ N), f ͸ͦΕͧΕՄੵ෼Ͱ,

lim
n→∞

∫

I
fndm =

∫

I
fdm.



Theorem B ͷূ໌. ֤ x ∈ U ʹ͍ͭͯ Kx : I → R, t %→ K(t, x) ͱ͓͚͹, G(x) =
∫
t∈I Kx(t)dt Ͱ͋Δ.

͜Ε͕ well-defined Ͱ͋Δ͜ͱ͸ Kx ͕༗քด۠ؒ I ্ͷ࿈ଓؔ਺Ͱ͋Γ, ಛʹϧϕʔάՄੵ෼Ͱ͋Δ (Ϧʔ

ϚϯՄੵ෼Ͱ΋͋Δ)͜ͱ͔Βै͏.

Ҏ߱ϕΫτϧ v ∈ Rn Λ೚ҙʹબΜͰݻఆ͢Δ. ֤ x ∈ U ʹ͍ͭͯ vx Λ x ʹ͓͚Δ v Ͱͷํ޲ඍ෼ͱ͢

Δ. ͜ͷͱ͖, ҎԼͷࣄΛࣔͤ͹Α͍.

• ֤ x ∈ U ʹ͍ͭͯؔ਺ I → R, t %→ vx(Kt) ͕ I ্Մੵ෼.

• G(x+sv)−G(x)
s →

∫
t∈I vx(K

t)dt (as s → 0). ಛʹ vx(G) = lims→0
G(x+sv)−G(x)

s ͸ well-defined.

• v(G) : U → R, x %→ vx(G) ͕࿈ଓ.

֤ x ∈ U ͱ s ∈ R \ {0} ʹ͍ͭͯ

fx
s : I → R, t %→ K(t, x+ sv)−K(t, x)

s

ͱ͢Ε͹, fx
s ͸ |s| ͕े෼খ͍͞ͱ͖ well-defined Ͱ͋Δ. ͍· K : (a, b)× U → R ͸ C1 Ͱ͔͋ͬͨΒڃ

v(K) : (a, b)× U → R, (t, x) %→ vx(K
t)

͸࿈ଓͰ͋Δ. ಛʹ֤ x ͷ U ಺ͷίϯύΫτۙ๣ Vx Λݻఆ͢Δͱ, v(K) ͸ I × Vx ্༗քͰ͋Γ,

Mx := sup
(t,y)∈I×Vx

|vy(Kt)| < ∞

ͱ͓͚Δ. ͜ͷͱ͖֤ x ∈ U ʹରͯ͠, |s| ͕े෼খ͍͞ঢ়گͰ͸ x+ sv ∈ Vx Ͱ͋Γ,

|fx
s (t)| = |K(t, x+ sv)−K(t, x)

s
|

≤ sup
y∈Vx

|vy(Kt)| (∵ ฏۉ஋ͷఆཧ)

≤ Mx (for any t ∈ I)

ͱͳΔ.

ҎԼ R \ {0} ಺ͷ਺ྻ {sn}n∈N Ͱ sn → 0 (as n → ∞) ͱͳΔ΋ͷΛ೚ҙʹݻఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖ؔ਺ྻ

{fx
sn}n∈N ͸

fx : I → R, t %→ vx(K
t)

ʹ֤఺ऩଋ͠, n ͕े෼େ͖͍ͱ͖

|fx
sn(t)| ≤ Mx for any t ∈ I

Ͱ͋Δ. ैͬͯϧϕʔάͷ༏ऩଋఆཧΑΓ fx
sn(t) =

K(t,x+snv)−K(t,x)
sn

, fx(t) = vx(Kt) ͸ I ্Մੵ෼Ͱ,

∫

t∈I
vx(K

t)dt =

∫

t∈I
fx(t)dt

= lim
n→∞

∫

t∈I
fx
sn(t)dt

= lim
n→∞

∫

t∈I

K(t, x+ snv)−K(t, x)

sn
dt

= lim
n→∞

G(x+ snv)−G(x)

sn



ΛಘΔ. ಛʹ 0 ʹऩଋ͢Δ R \ {0} ಺ͷ਺ྻ {sn}n∈N ͱͯ͠͸೚ҙͷ΋ͷΛͨͯ͑ߟͷͰ, ֤ x ∈ U ʹ͍ͭ

ͯ vx(G) := lims→0
G(x+sv)−G(x)

s ͸ well-defined Ͱ vx(G) =
∫
t∈I vx(K

t)dt ͱͳΔ.

ʹޙ࠷ v(G) : U → R, x %→ vx(G) =
∫
t∈I vx(K

t)dt ͕࿈ଓͰ͋Δ͜ͱΛࣔͦ͏. U ಺ͷऩଋ఺ྻ xn → x

(as n → ∞) ʹ͍ͭͯ, vxn(G) → vx(G) (as n → ∞) ͱͳΔ͜ͱΛࣔͤ͹Α͍. ͍· K : (a, b) × U → R
͸ C1 ,Ͱ͋Δ͔Βڃ v(K) : I × U → R, (t, x) %→ vx(Kt) ͸࿈ଓͰ͋ͬͨ͜ͱΛ͍ࢥग़͢ͱ, ࿈ଓؔ਺

Fn = fxn : I → R, t %→ vxn(K
t) ͸ F = fx : I → R, t %→ vx(Kt) ʹ֤఺ऩଋ͢Δ. n ͕े෼େ͖͍ͱ͖

xn ∈ Vx Ͱ͋Γ, ͜ͷͱ͖

|Fn(t)| = |vxn(K
t)| ≤ sup

y∈Vx

|vy(Kt)| ≤ Mx for any t ∈ I

ΛಘΔ. ౓ϧϕʔάͷ༏ऩଋఆཧΛ༻͍Δͱ࠶ͯͬै

lim
n→∞

vxn(G) = lim
n→∞

∫

t∈I
vxn(K

t)dt

= lim
n→∞

∫

t∈I
Fn(t)dt

=

∫

t∈I
F (t)dt

=

∫

t∈I
vx(K

t)dt

= vx(G).


