
Section ら 、 写像 の 微分

意義 i
"

ピ 級関数 の なす R代数
"

の 言葉 で

ピ級ま像 と その 全微分 を定義する
.

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化
-

Section 2 R 代数
3 0級閃数
4 方向微分

5 写像 の 微分 ⑧|
6 合成子像 の 微分



内容
・ C 級 子 像 の 定義
・ 子像 の 全微分

・ 全微分 の 行列表示 ( Jacobi 行列 )
・ 全微分 の 解析的意味膩験範囲外の



Section 51 : ピ 級子像
ピ級子像 の鈍代数的定義 を 述べる

。

訪米 : n
,
RE を z。

[ U
.
c が

、
v2 いが 開・ 集合

言乙了 各 i = 1
.
2 について

も(vi) : Ui 上 のピ級閃数全体
の なす 用 代数



連続写像 が 、
1が

4 : U ,
→ y について 考える 。

_

記号 : 4
*

: au) → au )

は f い た としたが状.mn は代数準 同等
、
Ex 2.281



ピ級写像 の 足義
町5.ie 抽象論 に 使い やすい定義

|
連続 写像 と 、

→ V2 が 級写像

、T どしどしい ) C ピ( U )

Rp5.t.2_i.fi U 、
→ V2 が ピ級 と する

.

[ の とき 妙 ピ( U ) →ピ(UD.fm f。 4
は R代数準同型



ピ級子像 の 同値 な 言い換え
Bop 5.1.3 : 写像 Y : U 、 Na について 以下 は 同値

4 は Def 5.1.1 の 意味 で ピ級
( ie . 4 は 連続 かつ

世 (ピルい) c ピ( UD )
が

4 iv. → 。バf . 冖 いいな川
と 書い た と え と 、 iLE ピ ( U )

計算 で確認 しやすい条件
すぐ後で 証明 を 紹介 する

、



国一は、 1 .
4 n 、

= m = 2

U ,
i = } ( っ4.xz ) EM | が 十 がく し

、 つい て01
C R

2

Vz : = 1 ( Y 、 、 と ) EM / ただ くし
、
たっ 04

この とき CR
2

4 : U → Vz
.

( っい た ) ↳ した 、Jlnij )f
wyu 北倣 a By,

この 写像 は 後々 で 球面 の 多様体構造 の 構成
に 用いる _



Bop 5.1.3 の 証明 の 準備 ①

Lemma5.l.ee5

Y : U → R
, Y 1→ Yj と おく とし Yj = 4 * ( Yj ) as U 、

→ R

( 実は Y の 定義 そのもの )



Bop 5.1.3 の 証明 の 準備②

。
位相空間論 の 復習の

Pwpi_l.fi X を 位相空間 、
と緗 を 位相 空間 の 族

とする
.

TY を 1 Y 4 xn の 直積 集合 に
XGA

積位相 を 定め た もの と する
、[とき 写像 と i " 恥" に つい て 以下 は 同値

つ( 1→ ( 収 (か)が 1
(I) Y : X → TY× は連続

XE1

④ 各 XE 1 について 4× : X → Y は連続



Bop 5.1.3 の 証明 の 準備③

記号
一以下 U 、

C 1が における

偏 微分 は 前
、

一

、 前 の 記号 を 用い
、

V2 C 1が2 におけるし 偏 徴令 は 前 i. 産 の 記号 を 用いる 。



③ っ づき

阿 5.1.7 (連金肖
一一

郷 ) 。
解析 の 復習の

写像 Y : U 、
→ V2 く ば

に ついて

で 、→ は、 いい . . . . 4がい )
と

、

・・

、 4m E C
'

(U ) と する 。

この とき 任意 の f EC ' ( V2 ) について 4刈 ) EC' ( U 、 ) かつfj.in灬Mzかどか
ー = E、

世は㭭 蕡 昢るな んで
-

。 nfec.lu )C( U .) C(U )



Rop5.li? の 二 概要𥫣

Y
地 " "綻に"祢

Y : V2 → R
, Y ↳ Yj と おく と

Yj = 4川 Yj ) と なる ( ー : Lemona 5.1.5 )

Yj E ピ( Vz ) な ので Yj こ ど (Y ) E ピ(U )
が



がさの
(I) ⇒ (i) : I ) を 仮定 し て い ) を 示す

。

Bop 5.1.6 より 4 は 連続 し 確認 せ よ )
。

「 if E ぐ (V2 ) 、
じけ ) E ビル、 ) 」

を K こ 0.1.2 、
-.- について 帰納法 で 示す

.| 連銷 律 呦 5.1.7 ) を 用いる 「

rnrn

囮

section5.IS



section5.in:0級写像 の 全徴令
一一

この節 で は ピ 級子像 の 全微分

を 代数的 に定義 する
.

_

設定 : Mi . m E た。

0 キ U ※が、
0 も Ua 知 処

4、 U 、
→ v2 : ピ級

、

記号 : TU 、
i U 、 の p における 接 空間で

L-T.ph : V2 の 4卬) における 接 空間て



Read : ど : ピ ( Vz ) → ピ( U ) は 中代数準同型
TL f 、→ t.ie ( et. Bop 5.1.2 )

Bop 5.2.1 : 各J EIN 、
について

-1 g. 4
*
E Ten V2

Hint : J EIN .
を 任意 に とる

。

TP ① J 。 ど ピル2) → R は 線型

② g 。 ど は 4 (p ) における ライプニッツ則 を 満たす
、



全微分 の 定義
Def 5.2.2

td4 )
p
: TU 、

→ Tell

J 1→ Joy[ Y の p における 全
_

微分 と よぶ

Bop 5.2.3 ( または 単に
"

微分
" )

-

)pi Tp U 、
→ をパ2 、 J は J 。どしは 線型 写像
全微分 は 線型輿



い 全徴令
"

の イメージ

国だ '

を例 に

→

。
.

の間
v.

U 、
もっ V2
を 線型近似

TN 、
一 Tell

(解析的 意味付け を Section 5 .
4 で

、

幾何 学 的 な 意味 付け を Section 6
.

3 で 述べる )



Ext.2.4_ninil.lt 、
= Vz = R

.

4 : R → R
,
x 1→ っに

Q : 各 PE R について

(de )が 出 p
) 二 国 (断っ、Du : 破 𣷓淛が梻𣷓幽郇
てい Ts

(
1 次元の とき は

" d
"

ではなく
いd " を 使う )

レポート や 試験では どちら で書いて も ok と する



ft 0( 112 ) を 任意 に とる 。

(44)がしたがけ ) = 1( ftp. どうけ )
= (h し た と )

6
連銷律

=ばが鼬| =惣熾鬭
d dこれより 04化が

p
) = 4

'

が ( ayい



(d 4 )
p
: TR → TR .

9 (制 物 - 9 (利い
nnm

薄い ?÷弐
風

-
どこ i -.- ii. ※。

1 で戦い

微分 の精神 は
"

平均 変化率
"

( 写像 と みなす ) 。

"

接線 の傾き
"

と 思っ てる と 理解 が 難しい
、外

齢鴻法磤諭 伏明樾、

section5.i.SI



Section 53 微分 の 行喪
この 節 で は

ピ 級子像 の 全微分 の 行列表示 を 行う
.

( 線型写像 )
設定 t.m.me た。

-

0 も Ui 皛 ば し にし 、
2 )[ 4 : U 、

→ V2 : 級写像
p EU 、

記J i (d Y )p
: Tp U 、

→ Typ , V2 、

J 1→ J 。 4*

T 4 の p における 全微分



記号
一以下 U 、 CR

" における

偏 微分 は 前
、

一

、 前 の 記号 を 用い
、[ 高剣で落が?讞 記弘がい



Cor 4 . 3
.
6 t )

値は 、

一 ・

、 (訓か は Tp U 、
の 基底

。

侍袽、

一

、 1訓州 は T.lk の 基底
、

目標 、 @yiTpU.t T.pk を

準
㘅塚

値)が、家が 、
1 点袽 、 i (訓il

について 行列 を
_

し
_

示す J
.



4 : U → y
c

1が

っし け ( 4 、 いい 、 i.hn (っい )
と 書く

Read : Bop 5.1.2 るり と E ピル、 )
-

しい = 1いた )

Def
.

5
.

3.li#)p:= (普 (p ) )
EM ( mini R )

に 1.inz , j = 1 . ini
.[を 4 の p における Jacobi 行列 と よぶ



Theotem5.3.es Jacobi 行列 は4 } は

4が TU 、
→ Talk (線型写像)

の 表現行か
_

J with respec.tt。

弘前がjl.in and l (剥4 に 1.im

i. e . g = EG (京 )p ( g e R )
j = 1

m
と おく とleが 烈洋炯 は吶

じ ) = が倒bn
2



図式
(N)

p

たU -) T.it

値が、
気が Q 腑袽は烑州
が
"
ーっ が



EX5.j.ci. n 、

= 2
. m = 3

、
U 、

こ か
、 Uz こ しか と する .

Y : M → R? いいっに ) ↳ ( cos っい 、
sinが がた )

4点、い た (がい た (砅)
は ピ級写像 ( et. Bop .

5.1.3 ) .| に 卵が が 杁

この とき P における Jacob i 行列 は

はは 徳川 謝ると
あい し門 器 (p) = |

すえ R 。

。 。州前い 誓い 1 1



9、
,
92 ER を fix .

Them 5.3.2 より

y (
嶋佑

) =

だ ( sin p ) 、 (京知
十 az が就い
a. (詞 t

nyn (a t a) (剥い、

方が nrynnn
を破らf.

粉側 =ド州
a 。州 )

9、 t 92



Thin 5.3.2 の 証明 の 準備
Lemmat.3.nl ( Car 4.5.7 の 一部 )

任意 の J E Typ, V2 について

nし
た

J こ な ( Yi ) (京知に 1

-だ ( Yi : U→ R
,
Y 1→ Yi

Proof of Lemona 5.3.4

.co4.3.6 より J = I bi (韌奶 ( bit R ) と 一意 に 書ける
_

に 1[ (京知 ( Yi ) = 8心 に 注意 する と J ( Yi ) = bi 囮



Prof of The 5.3.2 ijl.im を 任意 に とる
.

.

f
"徼" 超"澼邶

nnnr

前 ( p )

Lemma 5.3.4 より 以下 を 示せ ば 1分

⑦だいた 、と わ しし前例( Yi ) = 普 (P )

i = 1
, い、m を 任意 に とる

.



⑦為飛﨑成判 = 鄂」

[辺 こくはながい州 )

= (前方 ( とそがり

こ (前方 ( Yi ) じ Lemma 5.1.5 )

= る岩jp ) = 右辺 囮

section5.JO



Section 5
.
4 : 全徴令 の 解析 的意味付け
て

試験範囲外の
子像 の 全徴令 について

、 解析的 な意味 を 紹介 する
。

設定 t.m.me た。

0 も Ui 皛 ば し にし 、
2 )

T 4 : U 、
→ V2 : U 級写像

p EU 、



記5
-

i (d 4 )p
: Tp U 、

→T.ph J いる 。 で

4 の p における 全微分

i]4 )が (新門にいいばいだ
4 の際 䯒列

-

Recall : 154 )p は 自然 な 基底達 について の

tldftp.ipli-TU の 表現行列



Jacobi 行列 の 解析的 特徴付け
Theorem 5.4.1 : 11 - 14 を 1が 上 の 1 ル 4

,

~ 11 ・ 1 12 を 1が 上 の ノルム と する (足義後述 )

[
xn 、 行列 A について の 以下 の 条件 を 考える i

条件 dim
" と仈が 4例-_-た

。

ひ→ 0 11 v11
、

(veがい 04) 縦ベクトル と みなし て いる
、

この とき

行列 は4)p は 条件 ⑧ を 満たす 唯一 の non 、 行列
である

.

Remarks. 条件⑧ は 1 ル 4 111111.11.112 の とり方 に よら ない
、

-

し

ここ で は Thin 5.4.1 の 証明 の 詳細 は 述べ ない が
、

Remark の 説明 のみ 述べ て おく
、



u. u
U)がげた○ や 希に谿の

気持ち : 4 (per ) も 4(p) t 4 )が
F

11 で 11 . が十分 小さい とき
、 誤差 が 11 で lh に 比べて

非常 に 小さい



ノルム に 肜も する 準備 :

以下 しばらく
、

V を 実 ベクトル 空間 と する
。

叶
、

5
.

一、

4.2 ! 子 像 11.11 : V → R 。 、
v1→ 11 v11

が V 上 の ノルム で ある と は
、

| 以下 の 三条件 を 満たす こ ど 絶対値
o

条件 (i ) も ひく V. EXE R.HN ll = 1 川 ・ 11 v11
。

条件 (I ) 「 ひ
、 WE

V . 11 v t w ll E 11 v11 t kW 11
.

、
条件 (iii) も ひ eV ・ 3 0 4

、
11 v11 > 0

.



1を 1つ 、5.net. 11 . 11 を V 上 の ノルム と する 。

この とき d 、川
: V × V → 䏰

(ひ、 W ) H 11 v - W 11| は V 上 の 距離 関数 を 定め

t.at/5.4.4_i11.11 を V 上 の ノルム と する
、

距離 閃数 dy.ua 定める V 上 の 位相 をし 、 、、
と 着く こと に する

、



肘 5.4.5 :

ーー

11.1に 、
11.112 を それぞれ V 上 の ノルム と する 、

11 ・ 11 、 と 11 ・ 11
2 が 同値 であるldefy ヨ c.ee w

st
.

EVE V
,

C 11 v1し E 11 v1に EC
'

11 v1に

も
31 ル h on V4 上 の 同値関係

を定める
.

Drop 5.4.6 "

V1この 1 ルーム 11.111 と t.lk が 同値し く⇒ 0川 、

= 0川 2



Theoremt.4_7.ve 有限次元実 ベクトル 空間て と する 、

-

しこ の と さ 任意 の 2 つ の ノルム は 同値
。

( 証明 は そこ まで 難しく ない )

Car 5.4.8 : 有限 次元実ベクトル 空間' において 、

-

しい ノルム の 誘導 する 位相 "
は 一恋

.

( この 位相 で標準 的 な 位相
"

と よぶこと が 多い )

Remark ! 無限 次元 ベクトル 空 は間 に は
-

し 一般 に は ノルム の 定める 位相 は

無数 に ある
.



Thin 5.4.1 の 後の Remark は 次 の 命題 と Thm 5.4.7 で 説明 され

t.Rp5.4.nl: V
.
W を 是 ベクトル 空間 と する

.

11 . III
.
II ・ II を V 上 の 同値 な ノルム

、

H ・ III
,

11 ・ 111 を W 上 の 同値 な ノルム とする
、

また D を Ov の 開近傍 in V と し
、

✓なゼロ元

4 : D → W を 写像 と する 。

この とき 以下 は 同値

(i) dim
" 4に川と
関

= 。

ひ→ 。i.
ひ→ 。

" 4闘い化 = 。

(証明は 難しく ない)



Thm5.to/ の 証明 の 中心的 アイデア
って

Thm 5.4.7 、 Bop 5.4.9 より

1が
、
肉 の ノルム として

p
11 v11 : = max 1 で 1 ( ve 1が )

jl.in 、
J

KwK i = max 1 Wi I ( WG 1が )
に 1 . ' '. N2| 級が

l ノルム section5.to


