
Section 6 : 合成子像 の 微分

意義 : ピ級写像 の 合成 、
その 全徴令 を 謝

。

応用 として 全徴令 の 幾何 的 解釈 を 与える
、

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化
-

Section 2 R 代数
3 0級閃数
4 方向微分

5 写像 の 微分|
6 合成子像 の微令⑧



内容
・ ピ級写像 の 合成
・ 合成 子像 の 微分

・ 曲線 の速度 で リトル の 定義
。 全徴令 の 幾何学 的 解釈



Section 6.10.0級写像 の 合成 と その 微分

一目
_

標 ① 「
ピ級写像 の 合成 は 0級写像」

し ② 「 合成 の 全徴令 は 全微分 の 合成」

設定 M.m.BE た。

末 に 1.2.3 について Ui 私 が

4 : U 、 → V2 iし 4 : u → y :

ピ級



目標一① について

Theoremt.nl 合成写像

し 4 0 4 i U 、
→ U

」
は 級

図式 : U 、

4
→ V2 や V3
Lot

to 4

以下
、
証明 を 紹介 する

.



少し 準備
し
_6.1.2

[ 4 ° 4が だ 。 4 *

as CN 」 ) → C ( U 、 )

賦 : U 、
や v2や U,

No4州)\? 4をふき Lf
4* し どけい 風



Roff6.li1@l4o4MC4lsDCCt1U.I
i.e.lt f E ピル。 ) 、 (4 。 4 月け) E ピル、 )

f e ピル。) を 任意 に とる
r| ⑤ 州 。 au 、

ここで Lemma 6.1.2 よ )

No 4州 ) = (ど 。 刈け)
こ だ ( 4女 (f) )

.



○が
⑦ じし ど けっ ) E ピルリ

| いま 4 は 0級な ので 4対 ) トピ (UD

、
4 も ピ級 な ので 4川 4女 ( ft ) e ピ (U )

囮



目標② について

Redl : 4 0 4 : U → U, は 級 (d-
Thin 6.1.1 )

-

Theoremb.li? ( 合成写像 の 令

PE U 、 ifix. この ときも ( ど 4分 4)娍断っ 、 TN .
→恥が。

賦 : U
、
AU や U

、

TU 、

幽でいに
幽"た。いが」



RoofofT@ldl4o4Dp--d4kpoMpasT.pU
、
→をいがろ| どり 「恥

( d ( 4 0 4り。
(J ) = (d 4)娍 州は )

as in た。いい 4

J E TN 、
を 任意 に とる

、



I
"4"が飛烑猘
(左辺) = J o ( 4 。 4 )

*

ン Joyto 忙 に Lemma 6.1.2 )

= ( 方 は ) ) 。 4*

nnn.TT
en V2

こ (d 4知 ( 断。 はり
こ し ( d4 )とぱ (d 4 )

p
) (J ) = (石辺)

豳



な岩悊::趙( J 1 4 0 4 りっ

= は 4畑は4 Jp
~ nrrr

行列 の 積

( 実は これ は 連銷律 )
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section6.sn:1曲線 の速1

この 節で は 曲線 の速度ベクトル の 定義 を行う
( Section 6.3 の 準備 )

設定 : n E た。
-

U c 1が 開集合し ( a . b ) CR : 開 区間
( -NE a < b EN )



Def.t.nl : ピ級写像 c i ( a , b ) → U

L の こと を U 上 の ピ級曲線 と 呼ぶ

Def 、
6.2.2 i U 上 の ピ級曲線 c : Lab ) →0

,

-

to E La . b ) について

)代、

写像 も (to ) の ピル ) → R
=

U To c ) (t。+h ) - (foo )(to)
f 1→ t.in
Theh →0|

を c 。 。 mは 速度川 に 呼ぶ



記号 、 U CR
" における

偏 微分 は 前
、

一

、 弘 の 記号 を 用い
、

( a , b ) CR における

微令 は f の 記号 を 用い

t.Rpb.2.siC i (a .b)→ U : U 上 の ピ級曲線
to E ( a . b ) に つい て

、

し Cに。 ) = (de ) 11制。 ) E た
。、
U

to
urn

速度ベクトル は
c の 全微分

接ベクトル
し定義 そのもの )



Y fイメージ。
崧

。

←。 。○檢;

進化。 」 ) (f) は 時刻 to において 、

f の C に 沿っ た 変化 率 を 見 て いる
.



速度 ベクトル の 計算法

Bop 6.2.4 i

-

c
が

C ! ( a , b ) → U
.
T 1→ ( C 、 け)、 ーー

、 Cn に 」 )

: U 上 の ピ級曲線
to t ( a 、 b ) と する .

( Bop 5.1.3 より G
.

・・

、 Cn
E ピ ( lac b) ) )トに

n

Eい = IC倒し剥い
.に し



どんな 接 ベクトル も ある 曲線 の速度 で 1 トル で 着は 、

1引
PE U , J t Tp U と する

。

この とき

f" ' で いい → U : U 上 の ピ級曲線

s.t.CC
0 ) = P かつ C ( 0 ) = J

n
Car 4.5.7 または

)準! J = 烈しが ) (京)p ( Lemona 5.3.4
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Section 6
.
3 : 全徴令 の 幾何学 的 解釈

この 鄴 で は
"

曲線 の 対応
"

を

写像 の 微令 を 特徴付ける
。

設定 t.m.me た。

0 も Ui 皛 ば し にし 、
2 )

-

し 4 : v . → v2 : O 級写像
p EU 、

記J i (d Y )p
: Tp U 、

→ Typ , V2 、

J 1→ J 。 4*

T 4 の p における 全微分



曲線 の 対応

Rop 6.3.1 ! ( a
.
b ) CR : 空 で ない 開区間テ .

C i ( a . b ) → U 、
i U 、 上 の ピ級曲線

と する .しい と いい → v2 は

th

v2 上 の ピ級 曲線

け、は : Thin 6.1.1
L



言皿
Curve ( Up ) : = U 上 の ピ級曲線

|
a < 0 < by{ C ! (a , b ) → U 、
C (0) = p1 時刻 O で 点、 p を通る U 、 上 の

曲線 の 集合
Recell !

tune ( U : p ) → 弘 は 全射

C 1→ E (O )l
( et Bop 6.2.5 )



っ 6.3.2と i VC E Curve ( U
, p ) 、

(d 4 )
p
しもい ) = ( 4で ) ( o )[

in Tip」V2

Hit : Thin 6.1.3
-

全微分 (d4 )p は 上 の 命題 の 性質 で

特徴付け られる
、



Theorem 6.3.3
.

𨕫思 Tp U 、
→ Trap V2 が

い

Vc e Curve ( U
, p ) 、

己 ( も しい ) = ( とも ) (o )
"[ を 満たす なら 兄 = Jp

Hit : Curve ( U : p ) → FU は 全射
-

し c 1→ E (0 )



イメージ に
U

※!'0 →
4

×0"趣
"を"

(d4 )
pE. し0) vs ( 4で ) (0 )

d) ts どいい )



曲線 の 対応 関係 が分かれ ば
全微分 (d4 )

p
が 計算 できる 場合がある

。

区6.5-b14 :
G : R → M

,
t 1→ ( t . 2で )

G : R → M ,
t 1→ に2, t )

と する
.

/
級豫 ど が 凧 が 以た満泳が

4 ( (O.O) ) = ( 0.0.1 )

4 。 c 、
: R → N

,
t H ( t.se .

1 )

4 。 G : R → R; と H ( 0 . 2七、 た 1 )



Claim ! この とき P = (0.07 と おく と

(d4 )
p ( a品が b (詡 )

= al話が 2 (atb )(訛りが 啐袽

① も、 (0 ) = (前)
p

ピュ (0 ) = 気
p洲が 戦前馴唹踧ッ剥明馴川



また 44 )
p

の 表現行列 は 4 } は

は 4が (※虻- rank 断っ = rank は 4が 2
.
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