
Section 7 : 局所座標系

意義 : 位相 空間 上 の 局所座標系 を定義する
。

Pj
: 可 微分 多様体 の 定義 、 各種 構成
-

Section 7 : 局所座標系 ⑧
8 : 座標 変換
9、 可微分 多様体

正則 部令 外 弥体
1 1 : 射影 空間
1 2 : ピ 級関数 の 構成



内容
。 位相空間論 の 各種命題 の 復習

・ 阿所座標系 の 定義
の 閃数 の 局所座標 上 の ピ 性



secti.mil:4 を 相 空間論 の 各種命題
一一

今後 よく 使う 位相空間論 の命題 を

整理 し て おく 、

設定

.
0× ) .LY 、 ) i 位相空間



相対位相 の 復習
叫7.tl?._各部令集合 A c X について

(A) : = I An U l U E 0× 4

( CMA ) )[ 0
×

の 定める A の 相対位相 と よぶ

Bop 7.1.2 : A を X の 部分集合 と し
-

包含写像 を
z : A ↳ X と おく

。

この とき (A) はし いし を 連続 と する よう な 最弱 な位相
"



っ虹:7.1.3 B c A c X と する 、

[" 0× ( B ) = (AA ) ) (B)
相対位相 の 相対位相 は 相対位相



引っ 7
-_-

1 . 4 : UEdnnnn.lie . U は X の 開集合 ) と する 、

部分集合 V c U について 以下 は 同値

(I) V E d( U ) ( V は Open in U )[※ Ve 0× ( V は Open in X )

Remark : U が X の 開 集合 でない 場合 は

同様 の 命題 は 成り立た ない
、T ( V = U と する と 反例 に なる )



同相 写像 について の 復習

1退71.5

中 ! × → Y 、 全 単射連続子像 とする
、

以下 は 同値
(i) 中 は 同相 ( i.e.tt Y→ × も連続 )ii) Y は 開 子像 ( ie.EU E

、
もしU ) EQ、 1



Ropi.ci A CX
.
B c Y と し

、

相対位相 OM
.

(B) により A
.
B を それぞれ

位相 空間こ と みなす 、

(I) 中 : X → Y を 連続写像 であっ て

中 (A ) c B と なる もの と する
。

中 は A から B へ の 写像 と し て も連続
.f 。いい鵬像 でお

中 (A) = D と なる もの と する
。

中 は A から B へ の 写像 として も 同相
、

section.IT



secti.in?2: 局所座標系 の

'

-

位相空間 上 の 局所座標系 の 定義 を 述べる
。

設定
_

! M = ( M
.
On ) :

位相 空間にし
ne をこ。



叶、 7.2.1 し 局所座標系 )
ーー

O c M U c 1が
Open

と し 、

Open

相対位相 により 位相空間 と みなす
。

また a : O → U を 同相 子像 と する
.

この とき

組 ( 0
, U , a ) を M の n 次元 局所座標系 と よぶ

。|
四 o 。 暀磯螵 はが



の伏ジ

µ
が

瘳
0 の

"

地図
"

すぐ 後 で 例 を 紹介 する
.



以下 の 記号 を 準備 し て おく 、

吐

LC ( Mi 1が ) : = } ( 0
,
U
,
a ) | M の 3次元

局所座標系 1floodindeed
wordirate System

( この 講義 の 独自記号 な ので 注意 )



1三× 7.2.2 ( 自 日𦥯
M = U

。応用
"

の とき

ff.U.it ) E 〈C ( Mi 1が )



Ex 7.2.3 ( 球面 上 の 局所座標系 ) Open で は ない

𥫣 t

S" i = る っに しが .am 、 ) E 1が しもがい 4 く しが
にし

とおく 。

相対 位相 により J を 位相 空間) と みなす
。

(連結
、
コンパクト 、 ハウスドルフ )

O ! = イ x e 5 1 nm > o 4 c 5

U : = 3 u = (u . . . . . Un ) e が しも がく 1 4 c 1が
i - 1

と し
、

|
u o y n cm y



佖 -○ジ n = 2 の 場合

c.
5 0 年が

國飈が

や



Y
"" " 北側 "

f" ⑤ ば
Open

② U 私がし③ a : O → U は well- defined
で 同相子像 の
一

値域 に 注意



① を 示す :

|
国 。鉽

○ = S" n } つ( E 1がりつ(mi 〉 04

ntpiitiが
み O :

Open
in S

"

(① 証明終 )



② を 示す

t.RU 私 が、

別賦 閃数 が""→ 熱
は がさ 連続 で あり

、

U = ザ(1.x
,

1 ) ) に・川和風 )

より U は Open in R
"

〈② 証明終)



② を 示す :

⑦
⑦ a : 0 → U

、
いしが、弘 ) は well defined

L ⑤ a は 同相豫

⑦ を 示す
、

示○ もつ( E 0 、 (つい 、
・・

、
フ(n ) EU| 、

ル E 0 を 任意 に とる
、

n

車 にいい 、 xn ) EU ie ただ < 1

つ( E 0 るり ぎ が = 1 かつ がい つ

0.it

従って も が = 1 ー ない くし (①証明 終 )
に 1



④ を 示す :

Yi U → 0.lu 、
、

、 、

、
Un ) は (mi , Un , J 、漣 )

に 1

と おく
、

以下 を 示せ ば よい

⑦ ④ 中 は well- defined
.1 ⑦ 中 は a の 逆写像
( ie.to

a = id
。 )かつ

a 。 4 = idu

① a は連続

⑦ 中 は連続



値 が定まる こと を 確認・

④ を 示す i

n

も 値域 の元

⑦ も UE U
,

I - I U? > 0 かつ である𧃴意
に

1~ennrrnnlln.im
、
小蕪 ) ← 06| nao を 任意 に
ini

n

U の定義 から も で い より し ー たでっ。に し

⑦ ( u .
.
i Un 、

1 1璉 )

EO.lie . Fit ( J 、樋に 1



左辺 = ただ 「 しい漣ら
= ただ +1 ー も げ

に1

= 1 ニ 右辺1 (④ 証明 終 )



⑦ を 示す i

⑤ ① 中 。 a = ido

し ⑤ aol.it
① を 示す :1 つ( E 0 を 任意 に と J

.

⑦
、 ( doa ) に )

= x

左辺 二 中 (が、 弘 ) = (かいが )に刈



ここで きが = 1
,
っ(m、

っ O ( e 0 ) に 注意する と
にし

が、 建
、

よっ て 左辺 ニ (つい
、

-
i

、
つ(n
,
Anti ) = つ( ニ 右辺

、| 姫明終 )

〇 を 示す i de U を 任意 に とる
、

国 a 。 4 (u ) = U



1
た粼"嗷

二 ( ひ、
.

. .

. un ) = U = 右辺

(④ 証明 終了

し ⑦𦁠 終 )



① を 示す i

取 4 : O → U は 連続

以下 を 示せ ば て 令 に Bop 7.1.1 & 7.1.64 」 )

| 瑟、

なで竈!
.
:酇箴

、
巌げ: 1が → 1が

、

っ( いしが、
つ(n ) とする

な ので E は 連続 に Bop 5.1.6 )

また 定義 から V10 こ せ
証明終 )



① をふず ぜ
⑦

、
中 : U → 0 は連続

以下 を 示せ ば 1分 じ Rop 7.1.6 い) 1
⑤
L 4 は 1がへ の 子像 として連続d 。 → 胕 側砂州冽蒯

とおく と各成分 が連続 し最後の 成分 は Ex 3.2.4 )

なので も も 連続 に Bop 5.1.6 )

証明 終) ① 証明終 )や 𦁠終) 囮



次の 命題 は 今後 よく 使う

阿
( 0

,
U
,
a ) t化(Mi 1が ) と する

、

また O 。 私 0 を 杁
。

この ときf. aol.at:0。
→毗 ) )

E LC( Mi 1が )



Proof of Rap 7.2.4
⑦ ① 0

。
川

って

Open

② a (a) CR
"

Open| ③ 川。 : a → aNo) は 同相写像



① を 示す

⑦ 0。紃 ・

| a※ かっ 0
。馬 より

0.CM じ Bop 7.1.4 )Open

(① 証明 終 )



② を示す

④ をいいが
晣

い ま び 0 → U は 同相写像 なので
、| 特に 鵬像 に apは 、

従って a 10。 ) c U : Open じ 0。 無 )
いま UC が な の で a 10。 )

。仏が に Bop 7.1.4)Open
②証明 終 )



Mから の 相対位相 地笄痢緗t

③ を 示す と ⑦ 川。。
: O 。

→ Wo)

は 同相写像
Oo の 位相 は 0 から の 相対位相 と みなし て よく

、

NWo ) の 位相 は U から の 相対位相 と みなし て よい

に Bop 7.1.3 )| en は 同鵬像 なが

al。。 i O 。 → wo) も 同相写像
に 郃 7.1.6 にり

in (③証明終 ) 囮



言葉 の 定義
1豳
PM .

( O . U . a ) E LC (M; 1が ) とする
、

PEO と なる とき

( 0 , U ,
a ) を P の る わ] の[

次元 局所座標系 と よぶ

EX7.ee?6iEx 7.2.3 において

p こ ( 0 . 0 . . . .
o
.
1 ) E S" と おく と Sectionjjoし ( 0

.
U
.
a ) は P の まわり の n 次元局所座標系



section7.si/関数の 局所座標上の ピ性
一一

訳
、

足 : M : 位相空間;
n t を z。し ( 0
,
U

,
a )はC (Mi 1が )

記号 :

[(M ) の M 上 の 連続関数全体 の

なす R代数
( け

、

Ex 2.2.3 )



記号 : 各 f ECM ) について

f。 e CW ) を

ta 世州
。
) = f 。 が

i. U → R
,

u 、→ f (びい )
R

( U が 0 CM)
として 定める

。

n Open
Rn



1を咷- i

"

0 (M )
"

の 定義 は ま𥫣

、
U

、
a ) 上 の 性

"

を 以下 で定義する
.

Def.7.i.ly ! f EC (M ) が
( 0

, U ,
a ) 上 級[𣇄 t.ae ピ ( U )
mm ← 定義 されて いる !

( この 講義 の 独自 の 用語 な ので注意 )



R f を 地図 上 で考える

が

:筏。※※!鍼
"

が"

一、
V



注 : いま の 設定 で

a : O → U
は d級写像 か ?

"
"

写像
で v → o

という 問い は 意味 を 持た ない

(定義 が ない )
Section 5 の 設定

vwnn

を 確認せよ !



記3 の 準備
Def

、
7.3.2

し幽心州i. = 1 ft C (M ) | f は 10
,
U.lu ) 上

級 4
名 が3
ーー

[ ( Mi 10.0.1ひり は CM ) の

部 は R 代数



EX7.it/_iEx 7.2.3 の 設定で 考える
.

f : J → R と おく
、

4

つに しか
、 い、 つ(mi ) けつ(ntlf 、 y 。 。ば 。 。州

⑦ ① f : M → R は 連続

② fa : U → R は ピ級関数
が Open



①を 示す 、 求 が"→ R 、
っい→ 孤 は連続

は Ibn = f より f も 連続
に Bop 7.HN )

② を 示す :

が : U → 0
, U 1→ しいた 1樋 )

に 注意 する と

だただ U → R
.

un J 、鳶|
屼吸い 知硎 颱驗。


