
Section 8 : 座標 変換 と ピ - des

意義 : 局所座標系 の 間が変換
"

を 定義 する .

また
" 整合性 のある 地図帳

"

として ピ-das を定義する 、

区

許
翮多様体 の足義 、 各種 構成

Section 7 : 局所座標系
8 : 座標 変換 ⑧

9、 可微分 多様体
正則 部令 外 弥体

1 1 : 射影 空間
1 2 : ピ 級関数 の 構成



新しい視点
なので

多様体論 の 難所 接空間
③ 級写像 と その 微分]

難しい

( もうやった )
地図 同士 の

→ ③ 座標変換
整合性

や
④ 極大 Mas ] ややこしい だけぼり線ある のみ )

い 完全版
"

地図帳



内容 ・ 座標変換の定義

。 座標変換 の 0性

。 ピ - das と U 級関数
Turn

地図帳



section8.li/生標変換 の足義
ーー

この節 で は 座標変換 の 定義 を 述べる
_

訳
、

足 : M : 位相空間の
n E をこoし ( 0
.
U
. a ) 、

( 0
. V . 0 ) e LC (Mi 1が )

記号

FC(Mi が) : M の n 次元局所座標系全体の集合



a ( On O
' ) c U c が

Open Open

V10 へ d) 私 V c が に 注意
、

Open

Defi8.l.ly; "

2枚の 地図 を 見比べる !

Tau : a ( On 0) → v10nd )

ii
u ↳ で (びい )| 球を ( O . U . a ) から ( 0, V. で ) へ の 座標変換 という

。



イメージ

鸞の 瘳
'

せ
、

I
'

onoi

が t ど が

T.si?i.荻! ?of



☐8.li_i.in = 2 と する
.

0 i = { っ( ES
2

| かつ 0 4

U i = 1 ne 1が 1 ただ < 11 ~3 ( 0, U , a ) E LC( 5R)
U ! O → U

,
x 1→ (っい た ) ( 4 .

Ex 7.2.3 )

( び : U → 0 , UH (U. .m . J いびだ )f.いっぱいいいV : = 4 ve R4 E に2 < 14 → ( 0
.
V
,
v ) E LC (SA )

iン1

V : O
'
→ V , x 1→ (ついつい )

( び : V → 0
,

V1→ ( U
. 11で武、 u ) )



a ( On 0リ バー On O
' や v1( On O

'

)
11 11 い

す っしば し っしい0.x。 >04 4 veV1 た >04

|
" 「""

n
Open item
Y Tar ^

1が
"

U 1.-) v1(だい )
は

11

( mi 」 は )

( びしひりく※|
11

( 4.11-a2で )
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よく 使う 命題 を い つ く か 述べて おく 、

s 自分自身

防8.ie た ( 0
.
0
.
a ) から し0.U.at ) へ の 座標変換

Tau : a ( 0 ) → a CO ) は 恒等写像
1つ 4𦥯
( 0.0.4 ) から ( Oi V.ir ) へ の座標変換

Tau : a ( On O' ) → で( On O
' )

と ( 0
.
V
. で) から 10 . U . a ) へ の座標変換

T.nu : V10 。 0) → a (On O
'

)|
は 互いに 逆子像



Bop 8.1.5 : ( Oi
,
U i . Mi ) E LC (Mi 1が ) (に 1.2.3 ) と し 、

この とき

a ( O 、 n and ) から ↳ (0,n and ) への 子像 として

癒 . .が

(び昿。。。。。 。
に"呟い。

section8.IT



section8.sn:1笙標変換 の ピ性
って

設定 : M : 位相 空間}
n E をこ。T ( 0
.
U
. a ) 、

( 0
. V . 0 ) e LC (Mi 1が )

記号 Tu ! ( O . U . a ) から し 0.V.ir ) へ の 座標変換
-

し Tea : 心
.
V
. 0) から し 0.U.lu ) へ の 座標変換



Q : 座標変換、
ーー

がY Open UOpen

Tau i a ( On O
'

) → V10 。 い)

Tara : V10 へ 0
'

) → a ( On O' )

鰍 偲|
は 共に o 級写像 か ?

A ! No !
も



☐ 8.2.1
_

:
た

PMM ここ 4 ne Al た = が 4 c A
とする

. /
ーた

○ に M

U : = R TD ( 0
. U , a ) E 〈C (Mi R )

a : O → U 、
っし け か (同相 )

(ど : U → O
.
un ( u , W ) IIV: = R -D ( 0

,

'

V
.
v ) E LC(MIR )

di 0
'
→V.am た ( 同相 )

( ビ V → 0
,
v1→じ、

ひ り



この とき

On O
'
= M

.
a (On O

'

) = R . 0(0 nd ) = R
かつ

Tar : R → R
.
u ↳ でしだいに で

Ta : R → R
,
v ↳ a しびしひりこ ひなし 、

中地綛物

( 原点 で 微令不可能 )



講義全体 を通じた キーポイント :

座標変換 が ピ級影一家だと うれしい !!

Re
( On O

'

,
a ( On O

' )
、 al 。。。 ! On O

'

→ a (On O
'り

かつ
E t.CM ;が)fond . U (On O

' 丿
. 01。。。i On 0 → 0 ( on o

' り
E LC (Miが )

( d . Bop .
7.2.4 )



座標変換 が ピ級子像 だと うれしい 理由
7D

Theater! a (On O ' ) → 0(on O ' )
座標変換

Ta ! v10 。 0 )→ a (a o )
が 共 に ピ級写像

である とする
。

| この とき た CM について 以下 は 同値

i) fe ピ ( Mi ( On O '. al On O' ) 、 al 。。 。川
④
(i) ft ピ ( Mi ( 0で、 V10で )心知り

o→眺心り
け の ピ性 の定義

"

が On O
'
上 で 一致



証明 の 準備
Lem : 各 f EC (M ) に つい て

い た 1

www.ihnoi.afalwnoifaloi.at松応; t * け眩、。がva

いい 樾
。。。; 筑 ( f.闊



なけ け てん8--22 ! i ) ⇒ (II ) について
、

刈 を 仮定 す t.li ) を 示そ う
.

|
爀な" '"赫が

E ピ( V10 。 0り) 、⑤
、 圳がい

Lemma 8.2.341 より

樾
。。 嚙 し たいぶ



ここで ( i ) と Lemma 8.2.3 (2) より

払 h
。。。今 せい )

.

← 設足

をど び ( On O
'

) → a ( 0で ) は ピ級子像 な ので

t.lu
。
嚙 し た知ふ E ピ ( v10どり

。

これで i ) ⇒ (ii) が示さ れ た
。

(ii) ⇒ ( i ) について も 同様
、 岡



「こ×8.2in : Ex 8.1.2 の 設定 で考え

t.nu
(OnO

'

) 世 On O
' や v10 。 0

' 」
" " い

pe町でいい |
すっぱ し た" '"04 { ve MY!で }

ひい 0 TRTFYFEIJない Open へ| 恥 が

Tu : a(On 0 ) → V10で )
、
U 1→ 1 u、 、 小 一 が )

た蠍提
たい V10心 ) → a 10nd )

、

v1→ (がいひ→り
は どちら も ピ級

( cf Ex 3.2.4 、 Pwp 5.1.3 : 定義成に注意 )



特に Thm 8.2.2 より
任意 の f E C( S

2 ) について

| 北な心"心" 昿"⇐っ f E ピ ( 5:10で
、
v10で 丿

. Mono.り
い f は On O

'
において ピ級

"

に 2種類 の意味があるが
mnrn

① 地図 切 で考える

② 地図 で で考える

実 は 司値上 で ある
.



イメージ。
なお

、 YTS儼投人をバ級 )

EmileY 濹閟鱟間襷"

を sectiontt.to



section8.SC?atlaseC?級関数
一一

この節 で は ピ-das (地図帳 ) と
、

その 上 の ピ級関数 を定義 する
、

設定 : M : 位相 空間、
LM E をこ。

記号 : LC (Mi 1から M の n 次元局所座標系
-

し 全体 の 集合



叶

A 。 CLC (Mi 1が ) が M の Eaton
-蒞1

地図帳 <→ ① V0 = M

/でっ い、4) EA 。

EA 。

M の すべて の ② と0.U.lu?Y0'.V.w)ELC1Mi1が)
、

地点を カバー

座標変換
だ。

: al 。 。 。り → V10心 )|畹や " 咄坳

整合性がとれている は ピ級写像

し すぐ 後 で 例 を 紹介 する )



ピー atlas 上 の 級 1関数 を 以下 で定義

Def.8.j.y.to を M の ピ - Has と する
、

ft CM ) が A。 上 ピ 級

節 も
( 0

. U . a ) EA 、 f E ピ (Mi ( 0.U.at )f.am ;がこう fc.cm 、 1 t.it。 北側
とおく

。

( i.e.CMMA。 )- n ピ (M : 10.U.at ) )
10 、U .H ) EA。



問数 f の 連続性 について の Remavk

Pnp8.in : f : M → R ( i.e.fi が ) について
misono

以下 は 同値 連続性 を 仮定 し ない

(i) f E ピ(Mi A。 )
.

④Ii, yomw 」 。* au

非自明 な の は ) ⇒ f は連続
"



Hit ! 次の 位相部消論 の 命題 を 用いt.TL
Lemma 8.3.4

✗ 、
丫
-

を 位相 空間 と し 、

1 UIM を X の 開被覆 と する
、

また f : X → Y を 写像 とする
。

次 は 同値| いたい な連続

(i) 各 入 E 1 について f G : U → Y は

連続



次の 命題 は 重要 :

Bop 8.3.5 ! Ao を M の Was と す

t.LT(Mi A。 ) は CCM ) の 部分 R代数
D
Theorem

担: Pro
p
7.3.3

、 Bop 2.2.4

⑧これ を 定義 し たかっ た !

(次 の Section で もう少し 細かい 話 を する )



EX8.jo : n E をっ」 と Int
l

S
"
に 1 ne 1が

'

/ [が = 1 と C 1が
にし と する

。

所が州 は○を ン こ ろ っし E 5 し っ(k > 0 と

UI : = 1 ne 1が しもだい 4
i こし

せた 、 0た → じ 、
っし け しかいかい 、 Mai 、

・・

、
つ(mi )

他が : UT → OT 、 UH (ひい ー - Mk」 、JIT 、
UK 、

ー ー

、
Un ) )

と おく と し d.UI.at ) E LC (S
"心 )



また 各 K = 1 . ・・

、
n t l について

○た に し た E J | を < 0 と

UI := ら u いが しも がく 14
「こし

T : Oi → UI 、

っし け しかいかい 、 Mai 、i つ(mi )| ( いが じ → ど いしがど擂かいい )
と おく と ( Oi

.
UI

.
vi) E LC (S

"心 )

ここ で

A。
ここ 10t.UI.at ) 1 K = t.int 1 4

U 1 ( Oi . UI . HE ) | K = 1.int 1 {

C LC( S? 1が)

とおく
、



イメージ : みこ 1 の 場合の UI

。 OI 。

ド たが 1f n

Oil
ai

。_ 。 Ui



① について : V0 C S
"

は 明らか
(0
. UM) EA。

以下 を 示せ ば よい

⑦ V0 c.sn
(0

.UM)EA。

| ie 、 もつ( ES" 、 ヨ ( 0 , U , H ) E A。 、
っ( E 0|がい ジが洲 剕、洲派。

に し

かい 0 の とき x E OI く ( Oi . UI . ai ) Et )
もしく く 0 の とき も E 0を し ( Oi

, UI , Mi ) EA )

や 証明終 )



2○ について i

⑦ YO
.
U
. a ) 、

もし0.V.it ) E to
with On 0年 0

し Tau i a ( On O
'
) → 0 ( On O

'

) は ピ級豫カ、。 。 µ 、 、
、 。www..ua 。必

を 任意 に と

t.CO
. U . a ) = 心、 V . 0 ) の 場合は

座標変換 T.ae : a (0 ) → a (0 )

は 恒等写像 に1 . Rp8.1.2 ) となり 、
特に ピ級写像



(0 . U .
alt ( 0

.
V
.
で) の 場合 を 考え

t.K.kz
こ し 、

・・

、 Ut し 、 Ei
,
G = t or - と し 、

10
.
U
.
a ) = 1 0と 、 嶋 、

啖 )
( Oi V. V ) = ( OE , UE , t )

と おく
、川 にい 場合 は 。 。 。。 _

( 特に T.ua:0 → 0 は 級 ( ピ ( 0 ) = 1 0 1)
無視し て OK と する .

k 、 キ K の 場合 のみ 考えれ ば よい
.



Case I : K < Ka の とき
記号 の 乱用

定義 に従って 計算 する と E れ
○ n 0 = { x ES" / E、 つ(k, > 0, E2も《z > 0 と

←注意

a ( On O
'

) = Rue R" l Ei l
,

EU > 04
に し

ひし ( On 0) = 1 VER" | もげ < 1
, Eiを、

> 04
に 1

逆な像 の 形 に 注意 し て 計算する と|恥 毗州心U 1→ ( UI
、 い、 Uk 、、 、 、

と小選、
UK、 、

一 ・ UKで2 、
UKa . i Un )

これ は ピ級写像 ( cf Pmp 5.1.3 & Ex 3.2.4 )



Case 2 : K > Ka の とき

定義 に従って 計算 する と

○ n 0 = { x ES" | Eat > 0 , E、弘 > 0 と

a ( On O
'

) = Rue R" l Ei l
,

Ellis > 04に し

ひし ( On 0) = 1 VER" | もげ < 1
、 Ei vk.IO 4

に 1
も 注意逆子像 の 形 に 注意 し て 計算する と1Tau : a (Ond ) → で(on O

'

)

ひ しー) ( UI 、 い、 Uい 、 UK、+1 、

一 - Uと
、
、 、 、
GJ 1 -遐、 Mai i Un )

これ は ピ級写像 (4 . Bop 5.1.3 d Ex 3.2.4 )

囮



Qae 、 f : S " → R 、
っし け たい は A。 上 ピ級

|
曜ないな" 辰""た

|
缻祝が

⑤ も ( 0 , U , a ) E A 。 . f E ピ ( J ; ( 0.0.4 ) ) 、

L

( 0, U . H ) E A。 を 任意 に とる
.

) f e ピばく 0.U.at ) ie.tw E ( U )

A の 定義 から

CO
.
U
.
a ) = ( OE

、
UE 、
砧 )

( ただし k = 1 . int l , E = t or
- ) と 書ける 、



ここで UI = イ U E 1が しもびく 1.EUk > 0 {
にし

ま た (せげ の 形 に 注意 し て 計算 する と

K = 1
,

- i

,
h の とき

十、ぜ f 。µ紗 : VE → R
,

U 1→ un

K = nt l の とき|無寸州災。剕が唎嗹
これ は UI 上 ピ級 H .

Ex 3.2.4 ) 圏



|三× 8.3
一、

.
6 で は J ( n 次元球面 ) に

ピー atlas A。 で あっ て #A。
こ 2n t 2 と なる もの を

構成 し た?地図帳
m

地図 の枚数

Q1 : 地図 を 1枚に でま ない か ?
-

し (#A = 1 と なる S " の ピ-Was は 存在する ? )

AI : 不可能 ( 証明 は 簡単 で は ない )
-

Q2 : 地図 の枚数 を 減らせ ない か ?
-

し

fi 2枚 に は でき J Section( Section 9 で 紹介 )


