
Section 9 ! 可微分 多様体

意義 : 可微分多様体 および

その 上 の ピ級1関数を定義 する
、

趾五所叔令 外 様体 の 定義 、 各種 構成

|
Section ク : 局所座標系

8 : 座標 変換
9、 可微分 多様体 ⑧

正則 部令 外 弥体
1 1 : 射影 空間
1 2 : ピ 級関数 の 構成



内容

・ 極大 das

o ピ 級多様体 の 定義
(可微分多様体 )

・ 各種 定理 の 証明
|
試験範囲外 に
"嬲には 入れ t

対面 講義 で は とばす



sectionq.li?亟 1-

この節 で は 極大 ピ - des を 定義 し 、

じ 完全版
"

地図帳 )
Earth から 構成 する 方法 を 述べる 。

設定 : M : 位相空間
-

し n い た。

遊

LLC (M ; Rn ) i M の 3 次元局所座標系全体 の 集合



Rd(𦥯
A。 CLC (Mi 1がり が M の ピー atlas

地図帳 や

① V0 = M
def
や かっ

(QU 、a IEA。

M のすべて の|地点をが
がいが心に " Et

や 座標変換 t.ua : a (On O
'

) → V10 。 0 )

ぶば へ Open
地図 同工の が
整合 性が はじ級写像

とれている



極大 ピ - das を 以下 で 定義 する
.

で 完全版 "

Def 9.1.1 : E
Ma-o.atlas A c LC (Mi 1が ) が 極大

し節 A 年 B と なる ピ -Was B c LC (Miが)

が 存在 し ない

Remarks、 LC(Mi 1が ) を の もの は 一般に は
-

し ピーdas に なる と 限ら ない

( なる 場合 の 方 が 珍しい )



Qi ピ - da」 Ao について
、

-

し それを 含む 極大 ピ -da s は 存在する ?

A ! Yes ! !
-

しし か も その よう な 極大 ピ - des は 一意
、

任意 の 地図 帳 は 地図 を 追加 し で完全 版
"

に できる
、



Defq.tn?MnC?-atlasAocLC(Mi が ) について

1町

go.ua
) ・北川が ) 1

と0
,

'

V
,
V) E A。

座標変換 t.ua 、 t.ua は 共 に ピ級写像}
.

C LC ( Mi 1が )

A の 地図 と 整合性 の とれる すべて の地図 を追加



☐ Ex 8.3.6 の n = 1 の 場合 について
、

O = うつ( ES ' | っしい た }

○ 。
U = ( -1.1 ) CR

Open Yf. → 。
。

っし 1→ 池(はた ) al。

U CR
Open

とする と ( 0 , U , a ) H A。 だが ( 0, U , a ) EIAJ



また
0
'
: こ { ne S

' 1 x 、
っ が R

5

。

an

V : = (だが恐 。 。 。 V

v : 0→ V、
っい→ っに y.fi/f) や |of"
asy だが ayu。



一知1emqil.ci A。 CLC (Mi 1が ) i M の ピ -des と する
.

この とき 以下が 成り立っ

C) A。
c [ A。 ]

(2) [A。] は M の 極大 ピ - da sIn y を 鈊 m極une は am

これ より
IA。 ] を A。

の 知る 極スピ - des と 呼ぶ
。

証明 は Section 9.4 し 試験範囲外 )



次の 命題 は 便利

lzptlse A。 . Doc LC (Mi 1が ) を

それぞれ M の Gates と する
_

以下 は 同値
i) [A ] = [ Bo ][Y 。 。。いば、

www.政 。

T.ua 、 Tara は 共に 級写像

け、注 : Theorem 9.1.4



辰 9.1
一、

.
6 n E た、 と し 、

J : = { x E 1が 1 ビが = 1 4 c 1が '

に 1 とすt.ION.VN
.
h ) 、 ( Os 、 Vs . Is ) E LS ( S? 1が )

を 以下 の よう に定める .

ON i = S " l } (0 . 0, . . . o . 1 ) 4 ン= 5 1110 、0 . . .

,
0
,
- 1 ) {| a : = an vs .

.
= が

VN : ON → VN h : G → Vs
弘 )も け ぼだい 、 意

、 ) も け ぼだい𦹥、

VI
'
: VN → ON

( ひ にっし 愨灬 薺。 莢ぎ
;がり ど は 省略



|
がい

た、 はい北極点
"
に

g.○
?;○でた点.ie がは 立体射影

v1 っし )

h ば南極点
"

における
Os

立体射影
*※獼←

い



|
"
が"が" '""

は S
"

の ピ - Mas と なる 。

また A。
:= 1 ( 0点 U た

、
㛏 ) 11に t.int 1 と

を Ex 8.3.6 で扱っ た

S
"

の ピー des と する
.

Claim ! IB。] = [ f。 ] Claim の 証明 の アイデア は

÷
F t Section 9. 5 で紹介

Bo の 完全版 Ao の 裕版 (試験範囲 外 )



sectionq.sn?亟 大 ピー・堀上 の ピ約噺#

設定 : M : 位相 空 1間-
M E を2 0
-

し A。 CLC (Mi 1が ) : M の Edas

記ら ! [AJ : A の 定める M の 極大Edas

T ( of Thin 9.1.4 )



Read ( Def 、 8.3.2 ) い

Tmが 1AJ 上 級

I teektt . t.ec・しい
Q ! LA。 ] は ものすごく 大きい 集合 なので

完全版 Check が 大変 な の で は . . .

A : A 。 だけ 気 に すれ ば OK !

オリジナル



theom9.ci f E CCM ) について 以下 は 同値

(I) f は A。 上 級

出
(i) f は LA。 ] 上 級| 特に ピ( Mi A。 ) = ピ(MiG )

Hit ! Thin 9.1.4 と Thin 8.4.4 から 従う
、



Section 9.31.0級 多 栐体 の足義
ーー

Def
、 9.3.1 :

M を 位相 空間 、 可微分 多様体、

一 M E た。 と する
。

滑らかな 多様体

A を M の 極大ピ -Mas と する
_

とも よぶ

b.
組 (MA ) が n 次元 級多様体 である

defし 。 。 m は 吹ぼ*関数が豊富に存在する こと を 保障

かつ しけ
. Section 1 1 )

② M は 第河算公理 を 満たす
に 、 可算開基 を持っ )

E 積令論
に 必要

( cf 幾何 学 D)



←
ハウスドルフ

、 第二可算
☐ 9.3.2
一、

R" の 開集合 U について

( U
.
U

.
idu ) E LC ( U i が ) ( Ex 7.2.2 )

to : こ ? 1 U、 U 、
idu ) 4 は U の ピ -Mas

.| [A。 」 を A。 の足は 極大 eds と する
.

.

この とき ( U
,
11。 J ) は n 次元 級タ様体

また ピ ( U i [AJ ) = ピ ( UI
.

も
Section ] で定義 し た もの

( 面白く ない 例 )



Exqi_3.ie 。一
ハウスドルフ 、 第 二可算

S
n

: こ りつ( ER
" し ぎが = l { C R

"
に ついて

た 1

A。
に イ ( 0た

、
U を

、
㛏 ) 11に いい と

を Ex 8.3.6 で扱っ た S
"
の E das と す

t.LA
。 ] を Ao の定める 極スピ -atb と す t.AE

x 9.1.6 のkm
。 刮川 哘ピ鮒駟 附恌

'

同じもの ができt.CA
。] を 決め た おかげで ピ ( Ji IAI ) が定義でまる !



これから やる 事
• 級門 様 体 の 例 の 紹介

| Partな① ピ (MA ) を 調べ

t.at
な 空間 、

接がい

・ ピ級豫 、
写像 の 微分 | Partな

• ベクトル 場 、

微令方程式



Section 9 . 4 : Thin 9.1.4 の 証明 試験範囲外

再掲
をい1emqil.ci A。 CLC (Mi 1が ) i M の ピ -des と する

.

この とき 以下が 成り立っ

C) A。
c [ A。 ]| い w」 は M の 極大 o.es

D) Ao を 含む M の 極大 ピ-das は IA ] のみ



少し 準備 !

言え足 : Mi
,
た E た。

,

-

し Ui CR
"
( に し 、

2 )
Open

助9.4in: 写像 Y : U 、
→ V2 について 以下 は 同値 !

i) 4 i U 、
→ U は ピ級写像

④

i) も
p EU 、 、

ヨ

U.pe U 、
: p の 1開近傍

s.tt/u.p:Ui.p→ V2 は ピ綺像

H int i

Bop 5.1.3七



started
) は 定義 から 従う ( 要確認 )

(2) を 示す i

|⑤ ② 制 は ピーds

し ② [A ] は 0-atb として 極大



1
が

⑦ の V0
し0.U.lu ) E [f]

= M

し ⑦ IA] 内 の 座標変換 は ピ級

⑤ は ( 1 ) から 従う ( 要確認 )

⑦ を 示す

⑦ も
( 0 , U , a )で0、 V, V ) E [t ]

Tau i a (On O
'

) → で(On O' )|
は ピ級子像



り
ば"" 制 礙な

⑦ Tar : a ( On O
'
) → で ( On O

'

) は

L が Open n Open 0級写像
Rn

Rp 9.4.1 より 以下 を 示せ ばよい

示○ も
PE a (On O

' )
、

ヨ
Up C aCon O

' ) :

p の 開近傍

St.tw l
y

: Up → V10で)| は ピ級写像



P E M ( O 。 O' ) を 任意 に とる
、

でいま A。 は ピー atlas な ので

| 心"淝琢 政嘰
となる もの が とれる

、

ここで Up = a (On On O。 ) C U と おく
、

nnrnrn Open

p の 開近傍 in M

⑤ Early i Up → V10 n 0 )

L は ピ級写像



Bop 8.1.5 より Up から 0 ( On On O。 ) へ の 写像 として

Tar lup = にせ心仙。。。。。。
) に甽www.d

LA ] の 定義 より Tar . Tau。 は ピ級写像し一州てた心仙。。。。。。 、
、

を甽
a (onOha 」

も ピ級 子像



特に 合成 Tu lUp
: Up → V10 non O。 ) も

ピ 級写像

( d . Thin 6.1.1 )

しか 証明終 ) し① 弝明終 )

② は HJ の 定義 と 川 から 従う (要確認 )

(い) 証明終 )f
ば到誂蝲啣游妙
こと から 従う (要確認 ) 囮



Section 9 .5 : Ex 9.1.6 の 補足

次ページ から Ex 9.1.6 を 再掲 する
.



再掲(3ページ ) n E た、 と し 、

辰9.1-rc6
g 、 = { っ、 いが し ごだ = 14 Cが"

に 1 とすt.ION.VN
.
h ) 、 ( Os 、 Vs . Is ) E LS ( S? 1が )

を 以下 の よう に定めt.laば " '"' " ' "" が" 心" ' " "

VN : = が Vs ン= が

VN : ON → VN h : G → Vs
弘 )も け ぼだい 、 意

、 ) も けし品が "雁

(
やげ VN → ON

ひ はし 譟だい 憑で 、 蕪たたがり が は 省略



|
がい

た、 はい北極点
"
に

g.○
?;○でた点.ie がは 立体射影

v1 っし )

h ば南極点
"

における
Os

立体射影
*※獼←

い



|
"
が"が" '""

は S
"

の ピ - Mas と なる 。

また A。
:= 1 ( 0点 U た

、
㛏 ) 11に t.int 1 と

を Ex 8.3.6 で扱っ た

S
"

の ピー des と する
.

Claim ! IB。] = [ f。 ] 再掲 ここ まで

が
次ページから

Bo の 完全版 Ao の 完全版
Claim の

証明 の アイデア
を述べる

。



Idea of Prof

|
碻がが依袽ば
③ U ( 0 . 0 , a ) E A。 、

もし0
. いで ) と Bo

[ Tu . Tara は 共に 級写像|洲( 0 . U
, a ) = ( 01 , U 、

「 .at )

( O'
.
V
. v1 こ ( Ou

. h .
a 」

の 場合のみ 紹介する
、

この とき

○ n 0 = 0in ON ン イ も EJ / x、 >0 . と もし 0 . 0 i. 0 . 1 ) {
こ { っ( E S" | R > 0 4



さらに
a (On O

' ) こ が しろ もEJ 1 が04 )

= UT = l u E 1が 1 ごび < 1 4 C が
た 1

Open

V10 n o
'

) = UN ( 1 つ( E 51 x. > o 4 )

= 3 VER" | ひ、
> o 4 c が

OpenI まで Tu : a ( on d ) → v10で )
11

月 ん ひいが 1 たびく 14 いん ひいが / ひ、 > o {
に 1

n

°

LIU? U、これは ピ級子像
"

( Z
. Fun に、

彧 )U ↳

促義𢦏注意 )
(

で
いいだが、い Un ) )



Tara : v1(On O ' ) → a Con o
' 丿

ll

y

Inc が 1 Ei < 1 4
に 1p 心 が心"

ぽ
ただ

ー

、 燕で無!ただ坊v 1-)
n|れど級豫 Iatし たが 、

いし愨vii. 憲。莢たたが 、

他の 場合 も がん 記真する と

座標変換 が いずれ も ピ級写像
である こと が分かる

、 岡
、

一


