
Section 12 : 接 ベクトル と 接空間

や る 事 ・

・ 多様体 上 で 接 ベクトル 、 接空間 の

概念 を定義 する 。



Section 12.1 : 接 ベクトル と 接空間

設定 : n E Z z o
.

( M
.
A ) : n 次元 ピ級多様体

p EM .



Def 12.1.1 :

FM に 3 JE L (ピ(Mi A) , R )Inner
PGM における J ( f g ) = J (f ) j (p ) t ftp.g (g)
n ・持空間 Tntormynnnn

PEM における ライプニッツ則

FM の 元 を p EM における M の 接 ベクトル と いう
。



イメージ TPM

,⇒
ただし

"

MC 1が
"

という 訳 で は ない !



Bop 12.1.2 i Tp M は L ( ピ (Mi A) , R ) の

線型部分空間
.

( Bop 4.3.1 の 多様体 版 )



追加 スライド : 試験範囲外

Thm 12.1.3 (接 ベクトル の 局所性 ) :

Je TPM と する 、

お、 た E ピ(Mi A ) が P の まわり で 一致 する と する
.

この とこ J け、 ) = J (た )

証明 は Section 12.4



Section 12 . 2 i 座標基底

言え足 : ME Z z o
.

( M
.
A ) : n 次元 ピ級多様体

p EM .

( O
,
U
,
a ) EA with PE 0



Def 12.2.1 : 各 i = 1.in について

(京)
p
i ピ ( MiA ) → R

f 、→ 通知、
した )
i

lim た (ぴ卬1_nthe.it を (a (p) )
h to h

( ただし e 、 、

・ ・ ・

、 en は 1がの

標準基底 )
と おく

、



Drop 12.2.2 :

各 I = 1 、

ーー

、 M について

(意 )
p
E IM

Hit : ( Mi A ) → ( U ) は 用 代数準同型

f 、→ f。

(訓 : ピ (U ) → R は TN の 元
邶)

( et
. Section 4 )



追加 スライド

イメージ

。豳𪀚
、

al

0
1111 ら馴



Thin 12.2.3 :

重 )
、っ .

. .

.

(訕 )
p

は FM の 基底
Are ( 0

,
U
.
a ) について の

TM の 座標基底

Cor 12.2.4 i TM は 有限次元 で
、

dim TM = n



追加 スライド 7hm 12.2.3 は 別 の 書き方 として は

G. が → 万 M 、
v1→ 中が) i (MA) → R

が 線型同型 t け をがい
non

Section 4 の
Th 4.3.5 の タ IA ・体 版 方向微分

という 意味 に なる 、

証明 に は Thin 11.2.2 し 級関数 ・延長定理 ) を 用いる

許 細 は Section 12.4 試験範囲外の



Section 12 .3 i 座標変換 と 座標碁底

言え足 : ME Z z o
.

( M
.
A ) : n 次元 ピ級多様体

p EM .

( O
、
U

、
"

c A with PE 0 ^ 0
( O '. V . で )

記号 : Tar に び から で へ の 座標変換
( d . Section 8)



記ま ! (京 )
p .

. .

.

(意)
p

e IM

( O .
U
.
a ) について の 万M の 座標基底

(意 )
p 、

・・

、

(意)が TM

( O! V.ir) について の 万M の 座標基底



Thin 12.3.1

ヤコビ 行列 は恥知 しけ、
兄15.3.1 ) は

(意 )
p 、

・・

、

(意)が TM
から

(京 )
p 、

一

、

(意)
p

E IM

へ の 基底 の 変換行列

ii. (訕)
p

= Iは蛇ぶり駒。

j =1

( i t.in )



国 も FM

《訓が、

眩※ ※訓、
i (劍 )

しが ー」 が
したいひ畑

Thm 12.3.1 の 証明 の Hit : Thin 5.3.2

詳細 は Section 12.5 試験範囲外



Ex 12.3.2 i

( J
, IAS ) を Ex 9.3.3 の もの と の J .

n = 2 と し
、 p

こ 俗
、

行
、
行 ) E 5 を 考える 、

( 0
,
0
,
a ) : = ( UJ.at

( 0
.

V
.
で ) = ( OI

, UI , が )
E A。 と する 、

( Ex 8.3.6 )

この とき T.ae : a (On O
'

) → で ( on O
'
)

し、
"

う ひいかし たび くし
、
たつ0 と し ひいかし だ?< 1

.
たつ 04

に 1
i こし

。

u 、→ ( u .
.

j 、漣 )
( cf 、

Ex 8.1.2 )



ひし (p ) = が (p) = (行 、
行 ) E 明 ( OI n OI )

(Tara ) 、
(U ) = U 、 、

(Tar) z (u ) = Jなど に 注意 し て

( JTar )珋 ) を 計算 する と
、

は職制 = (鮮
"邶" 無 (邶り

)dひこ

か璺こしせい )
る學 (いい )

= (
' °

)-1 - 1



従って

(京 )
p
= (意 )p

(え)
p

= 一 (詡 一 (剥
、っ と なる

、



Section 12
. 4 : Than 12.1.3

,

Thin 12.2.3 の 証明

試験範国外

言え足 : n E Z z o
.

( M
.
A ) : n 次元 ピ級多様体

p EM .



Than 12.1.3 (接 ベクトル の 局所性 ) (再掲 i Rop 4.4.1 の

多様体版)
y e Tp M と する 、

f. た E ピ(Mi A ) が P の まわり で 一致 する と する
.

この とこ J け、 ) = J (た )

Thm 12.2.3 (再掲 ) i ( O
.
U

.
a ) a A with PEO と する

、

(京 )
、っ .

. .

.

(訕 )
p

は FM の 基底



Th 12.1.3 の 準備 :

Lemma 12.4.1 :

40
p
: p の 開近傍 in M

ヨ
ha ピ (Mi A )

s.tlh例 = 1

かつ

h (q ) = o for any GEM
・ Op

Hit i Thin 11.2.2 と 同じ 手法 で 示せる .



Proof of Thin 12.1.3 :

Je TPM と する 、

f. た E ピ(Mi A ) が P の まわり で 一致 する と する
.

⑦ j け、 ) = y した )

i.e
. yはた ) = O

(J は 線型 )

いま おと た は P の まわり で 一致する の で

p の 開こ近傍 Op in M で あっ て 払。

三 た↳ なるものがとれる
、



この Op について Lemma 12.4.1 の h E (MA ) を とる
。

この とき h 「 しす ー た ) = 0 in (Mi A ) に 注意 、

これるり O = J ( h . は た ) )

= J (h ) - (た ー た ) (p ) + h (p ) J ( た
ーた )

が い

じ ライプニッツ則 )
= J ( f、 ー た )

四



Than 12.2.3 について は 次 を 示せ ば よい

Thm 12.4.2 :

h : R
"
→ FM 、

v1→ 中が) i (MA) → R

t け たがい
non

Section 4 の

方向微分(Than 4.3.5 の 多様体版 )
は 線型 同型



準備 :

Bop 12.4.3 i

転 : Trap 、 U → IM

J け 蜊 ) : ピ (MA )→ R

t 、→ かた )
は well - defined で

出、
= 乱 。 き

ひしい 、U
nnrn

A
Section 4

( Hit :

Easy )



国式
互
州が

動
R
"
→ Trap, U → IN

situ
Red : 互

邶」。
: Rn → TN は 線型 同型

( Than 4.3.5 )



Thru 12.4.2 を 示す に は 以下 を 示せば 十分

Drop 12.4.4 i

転 : Trap 、 U → IM

J け 蜊 ) : ピ (MA )→ R

t 、→ かた )
は 線型 同型

Check 吹 日 i 線型 性 least i 略 )
単 射 性

全射 性



証明 の 準備

Rop 12.4.5 : A (O ) = [ ( O . U .
a ) ] ( d Def 11.1.1 )

特に ピ ( Oi AN」) → ピ ( U )

t 、→ fa

は 線型 同型

( Hit :

Easy )



Cor 12.4.6 :

t f E ピ (U )

ヨ f E ピ (M ; A ) st .

I. は f と a (p ) の まわり で 一致

Hit : Bop 12.4.3 と Thin 11.2.2



Proof of 画 の 単射性 :

⑤ Ke a
= O

JE Ker 私 を 任意 に と J
.

⑤ J = 0 in Tip、 U

f E (U ) を 任意 に と J
.

④ JH) = 0



G. 12.4.6 より

f e ( Mi A ) で

指 が f と ap ) の まわり で 一致 する もの が とれる
、

り け ) = J ( I ) じ J の 局所性

H . Bop 4.4.1 )

= (蜊りほ )
= 0 じ JE Ker En )

四



Proof of 画 の 全射性 i

を E TpM を 任意 に は 、

⑤ ヨ

J に知っ U st 、 画 は ) ン (

各 f E ピ (U ) について

4 := ら げ ) ER と おく
、

ただし FE ピ (Mi A ) with

I. は f と
で例 の まわり で一致

と する
、

( f の 存在は Gr 12.4.6 )



G が f の とり方 に 依ら ない こと は Thin 12.1.3 (ら の局所性 )

から 分かる
、

J : ピ ( U ) → R , f は G と おく と
、

JET。パ かつ 私、
(J )

= ら

が 分かる

( eayi 詳細 略 )

岡



Section 12.5 : Thin 12.3.1 の 証明 試験範国外

設定 : n E Z z o
.

( M
.
A ) : n 次元 ピ級多様体

p EM .

( O
、
U

、
"

c A with PE 0 ^ 0
( O '. V . で )



Thin 12.3.1 (再掲 )

ヤコビ 行列 ( JTan )
邶

( け 、
兄15.3.1 ) は

ぼ )
p 、

・・

、

(意)が TM
から

(京 )
p .

・・

、

(意)
p

E IM

へ の 基底 の 変換行列

ii. (識)
p

= Iは岵ぶ 誠j =1

( i t.in )



Proof of Thin 12.3.1 :

i = 1
,

- i

、
n を 杁

。

⑤ し識 )
p

= ※瓜喩が誠
f E ピ ( Mi A ) を 任意 に と J

.

M

⑦ (意)が「 閾「岵ぶ煽訒 )



左辺 = 気ぶけ )
= (高知けい じ し前方 の 定義 )

= (孨)邶」
( むしば、 ) に PE 毗が U )

Open

=

(孨 )邶に越圳www.
) に Lemma 8.2.3 )

= (du、昡が京仙 ) し た 1
non。

じ T.ua は 級 ,
Def 5.2.2 )



= (du、昡が孨仙 ) (杣、 、。。。川( コピペ

こ ( きしはび知州高知) (杣、 、。 ( im 5.3.2 )
j 、

こ も (はた。仙州 (前狄なwww.い)
j = 1

= たしはた。知州 (前知け・ り
じ 邶) f V10で) (V)

Open
= 店 (は恥知州前分 )け)
= 右辺 岡


