
幾何学 A演習問題 No.6 問 57–問 70

中レポート課題は問 63, 問 66, 問 67, 問 68, 問 70.

キーワード: 局所座標系

設定: 以下, (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とする.

問 57. (位相空間論の復習) A を X の部分集合とし, 包含写像を ι : A ↪→ X とおく. このとき OX(A) は “ι

を連続とするような最弱な位相” であることを示せ (講義 Proposition 7.1.2).

問 58. (位相空間論の復習) B ⊂ A ⊂ X とする. このとき

OX(B) = (OX(A))(B)

となることを示せ (講義 Proposition 7.1.3).

問 59. (位相空間論の復習) U ∈ OX (i.e. U は X の開集合) とする. U の部分集合 V について, 以下の条件

が同値であることを示せ (講義 Proposition 7.1.4):

条件 (i): V ∈ OX(U) (i.e. V は U の開集合).

条件 (ii): V ∈ OX (i.e. V は X の開集合).

問 60. (位相空間論の復習) φ : X → Y を全単射連続写像とする. このとき以下の条件が同値であることを示

せ (講義 Proposition 7.1.5):

条件 (i): φ : X → Y は同相写像 (i.e. 逆写像 φ−1 : Y → X も連続).

条件 (ii): φ : X → Y は開写像 (i.e. 任意の U ∈ OX について, φ(U) ∈ OY ).

問 61. (位相空間論の復習) A ⊂ X, B ⊂ Y とする. 相対位相 OX(A), OY (B) により A, B をそれぞれ位相

空間とみなす. 次を示せ (講義 Proposition 7.1.6):

(1) φ : X → Y を連続写像であって, φ(A) ⊂ B となるものとする. このとき φ は A から B への写

像としても連続.

(2) φ : X → Y を同相写像であって, φ(A) = B となるものとする. このとき φ は A から B への写

像としても同相.

設定: 以下, M を位相空間, n ∈ Z≥0, (O,U,u) ∈ LC(M ;Rn) とする.

問 62. O0 を O の開集合とする. このとき (O0,u(O0),u|O0
: O0 → u(O0)) ∈ LC(M : Rn) となることを示

せ (講義 Proposition 7.2.4).

問 63. (中レポート) C∞(M ; (O,U,u)) は C(M) の部分 R 代数であることを示せ (講義 Proposition 7.3.3).

設定: 以下, n ∈ Z≥1 とし,

Sn := {x ∈ Rn+1 |
n+1∑
i=1

x2
i = 1} ⊂ Rn+1

とおく. Sn を Rn+1 の標準位相の定める相対位相により位相空間とみなす. また

• O = {x ∈ Sn | xn+1 > 0} ⊂ Sn,

• U = {u ∈ Rn |
∑n

i=1 u
2
i < 1} ⊂ Rn,

• u : O → U, x 7→ (x1, . . . , xn)

とおく.

問 64. (位相空間論の復習) Sn は連結コンパクトハウスドルフ位相空間であることを示せ.

問 65. 上記 u : O → U, x 7→ (x1, . . . , xn) が well-defined であることを示せ.



問 66. (中レポート) O が Sn の開集合であることを示せ. また U が Rn の開集合であることを示せ (講義

Example 7.2.3).

問 67. (中レポート) 写像 u : O → U の逆写像を構成せよ (講義 Example 7.2.3).

問 68. (中レポート) u : O → U が同相写像であることを示せ (講義 Example 7.2.3).

問 69. D を Rn+1 の開集合であって, Sn ⊂ D となるものとする. このとき任意の h ∈ C∞(D) について,

h|Sn ∈ C∞(Sn; (O,U,u)) となることを示せ (講義 Example 7.3.4 の一般化).

問 70. (中レポート:重要) Sn 上の関数 f を

f : Sn → R, x = (x1, . . . , xn+1) 7→ x2
1 + xn+1

と定める. このとき U 上の関数
fu : U → R

を書き下せ.


