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§ 4 : ベクトル 空間 の テンソル 積

有限 次元 ベクトル 空間「 の テンソル 積

の 基本 的 な 性質 を 紹介 する
。



{ 4 .
1 : 双対 空間

設定 : V : 有限 次た ベクトル 空間/R

Def 4.1.1 : W : = 1 f : V → R 1 線型 4

を V の 双対 空間 と 呼ぶ

Rop 4.1.2 : W は Maps ( V . R ) の 線型 部分 空間リ



Thin 4.1.3 :

☆ レポート○ B = 3 e. . . . en 4 を V の 基底 と する
、

この とき 各 j = 1
.

' '

, h について

f : V → R
,

v = 匚 di ei 1→ aj
i

と 定める と

BV : = t ei
、

、 、

、
ei 4 は W の 基底 と なる

.

F
W の B についての 双対基底

特 に dimI = dim VU



• 再帰 性

W の 双 対空 1間「 NY を 考える
.

Thin 4.1.4
☆ レポート○

V と NY は 自然 に 同型 である
。

すなわち 各 ひ E V について

f. : V → R .
f 1→ 払) と おく と

to EV Y で あり 、

中 : V → NY 、 v1→ t は 線型 同型
nn

中 の 定義 に 基底 は 使っ て ない Hit : 同型 の 証明 は
"

0 の 単射性"

t 次元の ギロン が楽



Remarks 4.1.5 i

V と W は 線型 同型 で は あるが

"基底 を とる
"

など しない と 同型 写像 が 作れない 、翮
圏論 を 知っ てる 人 向け 説明 :

Week : 有限次元 ベクトル空間 と 線型写像 の 国 と す

t.vnW J : v →W け g W→ W
.
f 、→ 灯

は 反変 関手 V
: Fに如 → Weは風 を 定める

、

(恒等 関手 と は

自然 同型 で ない )
V

。
V

! Fにね、
→ FrectR は 恒等 関手 と 自然 同型



追加〇 Ex 4.1.6 i 双対喜底 の 例 :

M : m.mfd.pe M 、 10.0.4 ) EA with PEO を 𣏤

(気
p
) にに、m

は TM の 基底 (座標基底 ) で あっ た 、

各 i について Wii O → R
, q H 世(qDi と おく

、

ai の p における 全徴令 を (de )pi.IM Tp 0 → TipRER
と みなす

。

この とま 各 j について

(di )
p
し気

p
) = Ij ( クロ ネッカー の デルタ ) と なる こと が分かる

、

これ るり (di )
p
) に1.in は TIM の 《誌)

p
)に 1.in について の 双対離

高が



§ 4
. 2 i テンソル 積

設定 : I : 有限集合
Ni 1 iは i 有限 次元 ベクトル 空間 の 有限族

Def 4.2.1 : 3 VII i EI の 直積 恋げ から R へ の

多重 線型 写像 全体 の 集合 を

と見!
と 青く

.

Nil iは の テンソル 積空間)

Rop 4.2.2 :

☒に は Map (恥 i . R ) の 線型部分 空間
は

☆ レポート○



Bop 4.2.3 i 各 (び )は E TU について
i EZ

がポートの
④び : Tri → R

.
した 灶 け 荘たしび )iEI iEI

は な 重 線型
、
特に あび E ④に

iEI iEI

Bop 4.2.4 : ④ TV i → BV i
,
(び )は 、

↳ ④び
iEI iは iEZ

☆ しポート○ は 多重 線型
、



Thin 4.2.5 :

がポートの
各 if I について Vi の 基底 R = 2eii.fi 4 を 固定する

.

( mi : 二 dim に )

この とき

④ ( IB i ) = 1 での娘 | Kit 11 ini 4 ( i EI Il
i = 1

は ④Vi の 基底
.

iは

特に dim が i = T dim Vi
iに 吐



Than 4.2.5 の Hit : 各 IE I について

が そ げ の Bi について の 双対基底 と する 。

この とえ 以下 が 成り立っ

Lemma 4.2.6

線型 同型
④ Vi = Map し た が

、
R )

iは
Iは

✗ 1→ NTBi
Nu iEI

Wi → R
iEI



Remavk 4.2.7 :

④ : TU → ④ Vi
、
(び )は z 1→ ④び

iEI iは iE 2

の 像 は DVI を 張る が 全射 で は ない !
i

( み 間違え やすい )



Bop 4.2.8 t.cz ) を R2 の 標準基底 と する
.

☆レポート。
このとき else 、 t GDes E RT ビ について

きく ひ
、 w { CR

2

s.f.CI
④ e 、 t な④ た

= ひめ W



テンソル 級 の 普通性 :

Than 4.2.9 : VU : ベクトル 空間 / R

がた「○ J : TU → U ? 多重 線型
iは

ヨ !
4 ! ④ に → U : 線型 s.t.to ④ = J

iEI

図式 : だ i ④に

し が
「

泓 )も
U

東作 な 意味 i

"

は 熙 から の 多重 線型 子像 の 中 で

一番 えらい !

Thin 4.2.9 の Hit i Thru 4.2.5 を 用いる 、



各種 テンソル 積

Remavk 4.2.10 : I = 0 の とき
、焏Vi

= Map ( 1 0 4 , R )
も R と みなす 。

Remavk 4.2.11 i # I = 1 の と マ Ni 4 iは こく V4 と 考え t
.

このとき ④ Vi = 1 VER 1 線型 4
iEI

= NY = V

再帰性



Remark 4.2.12 :
V
.
W 「 有限 次元 ベクトル空間使 と する

、

(i) W ・ W は h B : V ×V → R 1 双線型 4 と

自然 に 線型 同型

(ii) W ☒ W は { f : V → W 1 線型 4 と

自然 に 線型 同型
(II) について : 各 f : V→ W (線型 ) について

み : V × W → R
.
(びん ) けん け (ひっ ) と おく

、

ツが

Bop 4.2.13 : c ) のf は 双線型

がポート○ a If : v → W 1 線型 と → Wxo W .
f 「つみ は 線型同型



双対 と テンソル 積

Thin 4.2.14 : K
.
Vz を 有限次元 ベクトル 空間 仲 と する .

☆ レポート。
この とこ (V、

④ に Y は Vは VI と 自然 に 線型 同型

テンソル 積 の 結合性

Th 4.2.15

☆ レポート○ V 、 、
V2

、

V」 を 有限次元 ベクトル 空間 /R と する .

(V、 ☒ に )・ V」 や V 、 ☒ (V2 ④ lb ) は

V. ☒ V2 ・ K = 記 i と 自然 に 線型同型
_


