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35 : 隆起 関「 数の 復習

テンソル 積 の 切断 表示 ( 解析的定義 )

の 準備 として

多様体 上の 隆起関数

問、 数 の 延長

の 基礎 知識 を まとめ て おく .



§ 5
.
1 : 隆起関数 と Cut - off 関数

設定 : M : m - mfd

Def 5.1.1 : 各閃数 f : M → R について

。

M における

閉包
Suppt : = イル EMI 物キ04
nine CM

Support of f



Def 5.1.2 :

Cc (M ) i = 1 f EC(M ) | suppf が コンパクト と
unr

連続

GM ) : = GCM ) の ピ (M )

Cc (M ) の 元 を M 上 の 隆起関数 という .



和
、 スカラー倍 、 積 で

Bop 5.1.3 : Cc (M ) は CCM ) の 部令 R 代数 閉は )
ピ (M ) は ピ (M ) の 部分 R 代数

( ただし 単位的 と は 限ら ない )

足数関
-

数 n Support は M
☒
。



問 i ゼロ で ない 級 隆起 関数 は 存在する か ?

M = R の 場合 でも 自明 では ない[袽純 i ゼロ でない 整関数 し e全域 で定義 されて いる 測関数 )
の Support は Q と 一致

( Lionvid の定理 )

答 : 存在 する ! しかも Cut - off 関数 が 存在する 1

( ピ は 意外と やわらかい )



Def 5.1.4 : p EM .
R i p の 開近傍

「器
b E Cc (M ) が ( p , R ) の Cut - off 関数
←」 o Eb いい E 1 ( も っし EM )

、def

| suppb CR and

ヨ
V : p の 開近傍 H . blv 三 1.

(や V csuppbc.rs )



R

1
×

1
奇

朗硼
m



Theorem 5.1.5

も
p EM . Hi p の 開近傍 in M

ヨ
b EC?(M ) st

. b は (p. R ) の Cut - off 関数

Proof of Them 5.1.5 (講戦 で は 省略 )

Stop 1 i Mi 1が
、 p = 0 の 場合

Step 2 : 一般の 場合



Stop 1 i Mi 1が
、 p こ 0 の 場合

Lemma 5.1.6 : C : R → R .
t .→ { f ( t > 0 」

( t EO )

は R 上 ピ 方丈

各 r E IR 。
に対して

. K (Oi RJ : = { x E が 1 1に 11<84 と おく
、

Bop 5.1.7 :
も
r E R s 。 、

ヨ be ピいが ) st .

b は ( 0 . Ur ( 0:11で) ) の Cut - off 関数

?⃝ b しっし ) : =
1 (に りついし-1
( いいいし ー 詢 + f (r -灬 )

'
に Utr ( Oi が ) と すれば ok

L



Stop 2 : 一般 の 場合 : PE M . R : p の 開近傍 inM を 杁
一

( 0 . U .
a ) EA で あっ て 以下 を 満たす もの を とる

( A の 極大性 -鮎 その よう な ものがとれる )

が
"

4(p ) = 0

m ( Oi 1が SC U
-

Bop 5.1.7 より ( o . U 、 Loi が ) ) の Cut - of 閃 数 b。 e ピ (が )
が とれる

、



b : M → R . x 1→ |
かいっい ) は e 0 )

0 ( x ¢ 。 」

と おく .

⑤ b E ピ (M ) かつ b は (p.rs の Cut -H 関数
定義 より 0 E bNE 1 世が M ) は 明らか

。

以下 を 示せ ば T令

⑤ Swppb は コンパクト かつ Suppb c 0 CR

② b トピ (M )

③ ヨ V c M s.t.by 三 1
p
E

Open



① ⑦ swpb は コンパクト かつ Swpb CO CR

まず b の 定義 より

1 x EM 1 b (っいも 04
△ー これの 閉包が euppb

= び ( 4 u EU l b。 (u ) も 04 )

( mph。 c U )っか こ ど ( う ひいが し b。(U ) も 0 と ) c 0
inrnrenrirer

いま suppbo は コンパクト に b。 e (刪 )
に 注遡

かつ suppb。 CU で ある から これの閉包 が
卵 かび ( suppb。 ) C 0 も コンパクト

.

も
び : U → O は 同相



M が ハウスドルフ で ある こと に 注意する と

が ( sypb。 ) CO CR は コンパクト 閉集合 in M

で あり
、 特に イル EMI bいい も 04 く び ( Suppb ) るり

ーー おまの 注意から
6 閉と

Suppb c ど ( suppb。 ) CO CR も コンパクト

( の証明終 )



② ⑤ b E ピ(M )

いま suppb C 0 より 40
、
M ヽ spp b 4 は M の Open Cover .

に ① )

従っ て 以下 を 示せ ば よい

⑤ H
。
E (0 ) が bh.suppb

E ピ (M '卵b)

b の 定義 より
← U 上

bl 。 = b
。

。 a = が ( b。 ) E 0 ( 0 〉

も
a : O → U による 引き戻し

こ 0 E ピ (Mi
supp b)

また bh.su
ppb も 、城 の磯

(② 証明終 )



③ ⑤ FV CM s.t.tl ミ 1

Open

bo は ( o .
U 、 ( 0:11で 1 ) の et . # 関数 な ので

0 EV。
C 1が で あっ て b

。 1 v。 ミ 1 と なる もの が とれる
、

Open

YC Suppb。 C U、 1 0が ) c U より V
。
c U

.

Open

V i = が ( Vo ) c 0 CM と おく と
Open Open

PE V CM かっ blv 三 I し③ 証明 終 )
Open

風



Section 5
.
2 : d級関数 の 延長

設定 : Mi (M .
A ) : m - mfd

0
キロ 私 M

記号 :

As : こ { ( Onr . aConst ) 、 al 。 。。 ) E LC (R i N ) | CO . U . a ) EA 4

mi ( R
.h ) は m - mfd

開部分 多様体



問 : ピ (R ) の 元 は ピ (M ) の 元 と みなせる か ?

Def 5.2.1 : rest ! i ピ (M ) → ピ(
,
t 、→ fに

Bop 5.2.2 : rest t : ピ (M ) → ピ田

は R代数糯 同型 として well defined| 踟ど 咐で an an
は 全
_

射 とも 単射 と も 限ら ない
.

まずい (例 Mi S
'

,
R = S

'

い * 4 )

答 :

"

局所
_

的 にも
"

できる !



Theorem 5.2.3 : も
p ER .ptで 点R st

.

restY ピ(M ) っ rest? ピ (R) in (V)

( i.e.th.EC?h).TeCtM)s.t.hTv=h1v )

点 p の まわり で の 様子 を 変え ず に

R 上 の 級閃数 を M 上 の ピ級関数に延長 できる !



(講義 で は 省略 )

Proof of Thin 5.2.3 i ( Cut - of 関数の応用 ) % ER を とる
。

Them 5.1.5 るり ( p . r ) の Cut - of 閃数 b EC? (M )

が とれる
、

CA - 吽 閃数 の 足義 ( Def5.1.4 ) t ]

Suppb CR で あり ,

PE V8
µ
M で あっ て bl ミ I と なる もの が とれる

.

⑦ the CMD ? IE ピ (M ) st 、 hlv = Ilv



もん E ピ (R) を とる
、

I : M → R を

E (x ) : = |
ん は ) ・ b (x 」 ( っ( en )
o ( x d r )

として 定める
、

④ に ピ (M ) s.t.hu/v=Ilv



b いい = 1 for a a V より 行い hh は 明らか

.IEピ (M ) を 示す
.

{ R
、
M 、

snpp b 4 は M の Open Cover な ので

( supp be
r より )

以下 を 示せ ば T分

E ピ (M.suppb )⑤ the Car) が IWu
ppb



まず h E ピ (R )
.
bh E ピ(R ) より

IG = h . bh E Ch )
。

また 定義 より 明らか に

Mm 、 ppb
= 0 E ピ (M ・

supp b)

囮


