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§ 6 : ベクトル 場 の 切断 表示

ベクトル 場 の 切断表示 ( 解析 的定義 ) を 与える 。

his ベクトル 場 とはい
多様体 の 各点 に 接 ベクトル を 滑らか に 指定 する システム

"

と 理解 できる
。



§ 6
. 1 : 切断 として の ベクトル 場

設定 : M = (MA ) im - mfd .

Def 6.1.1 TM : こ 見µ 万M
own

接束 に 3 ( p . ひ ) し paM.VE TM 4

Def 6.1.2 i 写像 s : M → TM が 切断 ( Section )

民 も
P EM 、

ヨ !
sp E TPM s.t.SCP ) = ( p. sp )

mi ver

M の 各点 p において TPM の 元 を 指定 する システム



Sect ( TM ) ン = { s : M → TM ! 切断 し と おく
、

Bop 6.1.3 : Sect (TMI は 次 の 意味 で ピ (MI 加郡
札ポートの

a) 和 : s、 t S。 i M → TM.PH ( P . が p )

M スカラー 倍 : N : M → TM
、 p 1→ ( p , d § )

HI ピ (M ) 倍 : f s : M → TM
. p 1→ ( p . f (P)§ )



いま から 言い たい こと

も (M ) = 1 s : M → TM 1 級
"

切断 }

Qi で級
"

は どう やっ て 定める ?

① TM に E 級多様体 の 構造 を 入れる 。

( ファイバー 家
。
ベクトル 東 )

てか 大変 な ので ここ では やら ない 、

② S を 座標 表示 し て 定めt.rs
こちら を 採用 する

、



O 切断 s : M → TM の 座標表示

( O
,
U

,
a ) E A を fx .

Def 6.1.4 .
各 S E Sect (TM ) について

J品 : U → R ( i = 1 i. m ) を

いも
pt O . § = も 強 ( せい ) (意 )pに 1

in TM
"

と なる よう に 定める .

( 一意 に 定まる )
じ ( し識 )

p
) i は IM の 基底 )



Def 6.1.5 i SE Sect (TM ) が 級

や も
( 0

,
U
,
a ) E f 、

Ei = 1 . . . , m ,

def
Jfi E ( U )

P (TM ) i = l s E Sect (TM ) l 級と と おく
、

Drop 6.1.6 : P (TM ) は Sect (TM ) の

がポート○ 部会 (M ) 加群
、



Q 性 の T に 条件 i ( 講義 では 省略 )
Rop 6.1.7
A 。 CA : Mason M ( 極大 と は 限ら ない ) と すt.SESect (TM ) について 以下 は 同値

C) S f P (TM )

i.e .

V ( 0
.
U
,
U ) t A

,

VI = 1
,

-_-

,

m
,

Jfi E ( U )

(ii) も ( O
.

U
.
a ) e A も i = 1.im

,O ,

nm

弦.it ピ ( U )



§ 6
.

2 i ベクトル 場 の 代数 vs 解析

設定 : Mi m.mil

☆〇てんm 6.2.1 : P (TM ) = A(M ) as MI - inds
.

redress Throne

解析 的定義 代数的定義



Than 6.2.1 の 証明 :

Stop I :
TM ) - hom : P (TM ) → 私 )

、
S 1→ XS を 構成 する

。

各 SE PGM ) について

XS : ピ (M ) → ピ (M )

f 、→ XY : M → R
, p 1→ {っけ )

と 定め たい 、



Lemma 6.2.2 : 上記 子像 は well - defined

☆レポート○ ie.tt e ピ (MI .

Nf i M → R は ピ 級
.

P H § (f )

Hit : YO
.

U
.
a ) EA を fix し て

(竹 ) 。 ギ : U → R を fa -.- to a" E ピル )
の 微令 と

J を 用い て 表す
。

Lemma 6.2.3

がポート○ P (TM ) → MM )
、
S 1→ XS は ピ (M ) - hom

.

Stop I おわり
.



ftepyi.COM ) - hom :私 ) → P (TM )
、
X 1→ SX を 構成 する

_

Lemma 6.2.4 の XE HIM ) と する .

各 PE M について

Xp : ピ (M ) → R
.
f 1→ W ) ( p )

は TpM の 元
.



Lemma 6.2.5 : XE HIM ) と する .

☆レポート○
SX : M → TM

、 p 1→ ( p. Xp ) は P (TM ) の 元

Hit ! T.U.nu ) EA ,
Ei = 1.im を とる

。

⑤ 弦.ie 0 ( U )

や E 0 を とる
_

以下 を 示せ ば 十分

⑤ 邶) E Up CU et . 揺ily E ピ (Up )
Open



Mi : O → R . q 1→ taqDi は 0級 on 0 CM
Open

Than 5.2.3 ( ピ級閃 数 の 延長 ) H

p
E V c O

、

ヨ Team ) s.f.TW 三 Ni

Open

この とき XT E (M ) で ある
、

特に (XI ) に トピ (V)

以下略 ( 必儿 と J剡w , の 関係 を 考える )



Lemma 6.2.6 :

がポート。 米(M ) → P (TM )
、

X H SX は ピ (M ) - him
.

Steps 2 おわり



Steel: P (TM ) → 私)
、
S 1→ XS

MM ) → PGM )
、
× け sx

が 互いに 逆写像
、

① S E PGM ) を fix.

Lemma 6.2.7 : パ = S
.

② XE 米 (M) を fix

Lemma 6.2.8 : X
"

= X

Steps おわり
四



§ 6
.

3 : ベクトル 場 の 貼り 合せ 構成
、
制限

、
延長

設定 i M = (MA ) :

m.mfd.AM
C 1が の 場合 の ベクトル 場
Open

Bop 6.3.1 : ( M
,

U
,

a ) c A に Uc が
、
TMA U )

Open
とする

。

( つまり M は 1が の Open set と みなせる と する )
この とき

米 (M ) = } も hi 意 l hi E ピ ( O ) i 0 (U ) (に t.int }
にし

ただ し 訕 i (M ) → ピ (M)
、
f 、→ 意 : M → R

q いし訓は



Q ベクトル 場 の 貼り 合せ 構成

Thm 6.3.2 : 394性 を M の 開被覆 と する
、

☆レポートの 各入 EA について X
×
E 水9 ) を 杁
( 9 は M の 開部分 多様体

とみなし て いる)
仮定 : Up EM.lt 入、 、

入で 1 with PE an On ,

I. )
p
= (X

p
in TM

この とき ヨ ! XE も (M )

s.t.lt p EM 、
Etc A with PEG , Xp = (Xx)

p
in IM



・ ベクトル 場 の 制限

Rop 6.3.3 : O 私 M を 杁 (開部分 多様体 と みなす )
が桕○

VX E 秈 ) 、

ヨ ! XI
。

E 兆 )

s.tt
p e 0 、

X
p
= N。} as FM - FO



・ ベクトル 場 の 延長

Thm 6.3.4 : O 私 M (開部分 多様体 と みなす )
がポート○ PEO を fix

この とき ヨ
V : p の 開近傍 in 0 st

.

EYE も(0 ) 、

ヨ YE AM ) s
.t . YI v = Thinもル )

Hit : A (M ) も PGM 〉 と みなし た うえで
、

Thin 5.2.1 と 同じ アイデア ( cut - off 関数) を 用いる
.



次 の 命題 は テンソル 場 の 切断 表示 に 用いる i

Bop 6.3.5 i
も
p EM 、

も ひ E TM .
TEAM ) s.tl/p= ひ

.

☆ レポートの

Hit i ① Rap 6.3.1 で P の 局所座標近傍 上 で

ベクトル 場 Y with Y : ひ を 作る
.

② Thin 6.3.4 で 延長 する
。


