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S 7 : 一 次 微分 形式 の 切断表示

設定 : M im - mfd

I - form と は ・ ・ M の 各点 p において

TM の 元 を
"滑らか

"

に 指定 した もの

も
TM の 双対空間



§ 7 . 1 : 切断 として の I - form

設定 i M = (MA ) im - mfd

Def 7.1.1 : TM : こ !前 だM
= イ ( p , h ) 1 p t M .

h E TM 4

Def 7.1.2 i 写像 s : M → TM が 切断 ( Section )

郎
も
P EM .

ゴ
Sp E TIM et

.

SE ) = ESp ) E TM .

( M の 各 点 p で TM の 元 Sp て 指定 てる システム )



Def 7.1.3

Sect ( TM ) に } s : M → TM 1 切断 と とおく
-

Drop 7.1.4 :

Sect (TM ) は 自然 な 意味 で ピ (M ) 加群

(H int : 6.1.3 )



① SE Sect (TM ) の 座標表示

叶 7.1.5 : 各 p EM 、
各 ( 0

、
U
.
a ) EA with PEO について

、

座標基底 (ぼ )p )に1.im of TM について の

双対 基底 を (di )
p
) に 1.im と 音 く

.

( i.edu狐詡 ) = ij )

( u : O → R
. q 、→ せい ) i の

P における 全微分 が (di )
p

i TM → R )
い て 11て

た 0 を岬



Def 7.1.6 :

s e Sect (TVM )
( 0.0.4 ) EA と する 。

この とき
gsa. i ! U → R ( にい

、
m ) を

いも
pe 0 , § = EJ瓜 ( せい ) (da i )p

に 1

in TM
"

と なる よう に 定める .

( 一意 に 定まる )
じ Mai )が は TIM の 基底 )



Def 7.1.7 s t Sect (TM ) が 級

屁
も
( 0 、
U
.
a ) EA

,

U i = 1 i.m.J.fi e ピ (U )

PWM ) : = 3 s e Sect (TM ) l ピ級 4 と す と
、

Pro
p 7.1.8

: P (TM ) は Sect GM ) の 部分 (MI加郡
.



§ 7
.
2 : 1 - form の 代数 vs 解析

設定 : M ÷

m - mfd

Reed : べ (M ) : = イ 1 - form on M 4

= 1 W : H (M ) → CMM ) 1 ピ (M ) ・ hom 4

Thin 7.2.1 i PGM ) t で (M ) as Can ) - mode
renren.tt .name

解析的定義 代数的定義

ポイント : P ( TM ) → べ (M ) は easy
PWM ) ← 1

'

MI a well - defined 性 が 重要
.



Stop I : 0 (M ) - hom : P ( TVM ) → 1
'
(M )

、

SH WS を 定める :

各 S E P (TVM )
、 X E AM ) について

WS (X ) : M → R
, p H f ( Xp ) と 定める 、

☆ば「っし
emma 7.2.2

・.ws ( X ) E 0 (M )

がポートっく emma 7.2.3 : WS : A (M ) → ピ (M )
、
X けど (X )

は ピ (M ) - homie.WS E 1 1 (M )
.

が災の
emma 7.2.4 : P (TM ) → べ (M )

、

S 1→ WS は ピ(M ) - hom

郷 1 おわり



Stop 2 :

0 (M ) - hom : 11 (M ) → P(TM )
、
w ↳ sw : M → TM

pH ( p . Wp )

を定める 。

各 W E で (M ) 、 P EM について

wp
: TM → R を 以下 で定め たい .

各 ひ E 万 M に つい て が e AM ) を XY = ひ と なる もの とする

( Bop 6.3.5 から どの 存在が分かる )

ここ で
wp (v) : = しげ) ) (P ) と 定める

。

いさ
ピ (M )



⑧ Lemma 7.2.5 : wp : TM → R
.
v1→ (w (刈 )

p

は well- defined
。

ややこしい ので 後まわし



☆ レポート
Lemma 7.2.6 。 wp : TM → R は 線型 ie.wpc.IM 、

☆ しポート
Lemma 7.2.7 : SW : M → TVM.PH ( p 、 wp ) は

P(T ) の 元
☆ しポート

Lemma 7.2.8 : A
'

(M ) → P (TM ) 、 W 1→ SW は ピ (M ) - h com

Stop 2 おわり



Steps : PW ) → 1' (MI . SH WS

で ( M ) → PWM )
、 w 、→ sw

が 互いに 逆写像
、

① SE PWM ) を fix.

Lemma 7.2.9 : s s
.

② WE AM ) を fix

Lemma 7.2.10 「 Wi W
.

Steps おわり
四



⑧ Lemma 7.2.5 : wp : TM → R
.
v1→ (w (刈 )

p

(再掲 ) は well- defined
.

証明 ! ひ E TM を fix
.

X . Y E 米 (M ) with Xp = Yp こ ひ を 杁

⑦ (w (X ) ) ( p ) = (W (Y ) ) (p )

( (w (X ) ) (P ) は Xp に は 依る が

X に は 依ら ない )
Z : = X - YE AM ) と する

.

④ (w (Z ) ) (p ) = 0
.



Case 1 : H : P の 開近傍 in M st. Z
q
= O (Yes ) の 場合

( p の まわり で Z が べったり ゼロ )

⑤ ( w (Z ) ) ( p ) = O

( p , R ) の

級eut.tt 関数 b ( Section 5 ) を fx .

( I - b ) Z = Z に 注意
nrnr

P の まわり で べったり ゼロ

R の 外 は 常に 1



この とこ

( w (Z ) ) (p )
= W ( C - b ) Z ) (p )

= ( ( 1 - b ) w(Z ) ) (p ) ( は COM - him)
= ( l - b (p ) ) (Z ) ) (p )

= た。



Case 2 : 一般 の 場合 !

Zp = 0 に 注意
。

⑤ (w (Z ) ) ( p ) = 0

( O
.
U
,
a ) EA with PEO を とる

.

Z E私に P ( TM ) の ( O
.
U
.
a ) における 局所 表示 を

Jた E ( O ) ( i = 1.im ) を 用いて

m

孔 こ た、
名で就 と おく

、

Zp = 0 より )嬴 ( p ) = O ( iil.im ) 、



J産 E ピ ( O ) 、
(品 ) E A (0 ) 1 に 1.im )

を それぞれ p の まわり の 様子 を 保って
-

M 上 に 延長 し た もの を JI E ピ (M ) 、 (まで ) EA (M )
( § 5

、 § 6 ) ( i = 1.im )

と する 。



ここ で Z
'

: こ たJI . ED E AM ) と し
、

Z
"

: = Z - Z
'

E AM) と おく .

この とき Z = Z
'

t Z
"

| Z と Z
'
は p の まわり で 同じ

Z
"

は p の まわり で べったり ゼロ



Case 1 より (で ) ) (p ) = 0 に 注意 する と

( W (Z ) ) (p ) = (w (z ' ) ) (p ) t (w (で ) ) ( p )

=

( た 張 ・ w (訓 ) ( p )
= た 張いせ晶州
= た 張いし崐りい )

いで
。

= 0 回



§ 7 . 3 : I - form の 貼り 合せ 構成 、
制限

、
延長

。

設定 i M = (MA ) :

m.mfd.AM
c 1が の 場合 の 1 - form
Open

Bop 7.3.1 : ( M
.

U
.

a ) c A に Uc が
、
TMA U )

Open
とする

。

( つまり M は 1が の Open set と みなせる と する )
この とき

で (M ) = } も hide ) 1 hi E ピ (M ) i ピ (U ) (に t.int }
にし

ただ し di i も (M ) → ピ (M )
、

X け Xai



Q 1 - form の 貼り 合せ 構成

Thm 7.3.2 : 30
× と怗 と M の 開被覆 と する

、

☆レポートの 各入 EA について W
、、
E 1

'

(9 ) を 杁
( 9 は M の 開部分 多様体

とみなし て いる)
仮定 : Up EM.lt 入、 、

入で 1 with PE an One

( Ua )p
= ( Wに p

in TIM

この とき ヨ !
WE A

'
(M )

s.t.lt p EM 、
Etc A with PE 9 、

W
p
= d )

p
in TM



・ I - form の 制限

Rop 7.3.3 : O 私 M を 杁 (開部分 多様体 と みなす )
が桕○

vwc.im
、

ヨ ! wl
。
E 1と0 )

s.tt
pe 0 . wp

= 0 1 。 ) p as TI - TO



• 1 - form の 延長

Thm 7.3.4 : 0 8µ
M (開部分 多様体 と みなす )

がポート○ PEO を fix

この とき ヨ
V : p の 開近傍 in O s

t.tw
e 1

'

(0 ) 、

ヨ W Et (M )

s.t.co/v=Tvin11V)HiAiA'
(M ) PGM 〉 と みなし た うえで

、

Thin 5.2.1 と 同じ アイデア ( cut - off 関数) を 用いる
.



次 の 命題 は テンソル 場 の 切断 表示 に 用いる i

Bop 7.3.5 i
も
p EM .

the IM .
TEAM ) st 、 Wp

☆ レポートの

Hit i ① Pro
p
7.3.1 で P の 局所座標近傍 上 で

I - form W with wp こん
を 作る

.

② Thin 7.3.4 で 延長 する
。


