
当面 の 目標

微令形式 : 各点 で子緋洞 の 交代形式
"

を 定める も の

外 徴令 の 定義 と 性質



Section 10 交代 形式

交代 形式

外積

基底」 について



Section 10.li 交代 形式

設定 : V : 有限次元ベクトル 空間 仲
k E た。

Def 10.1.1 i も EN 冰 が V 上 の k 次交代 形式
( K - form )

や
岵 とで 、

・・

、 ひい E VK.lt JE TK

も しない i. ない ) = gn
は ) f ( ひい ー

、
ひk )

AW : = } K - forms on
V4 と おく

.



2 - form on
V の 役割

い V 内 の

n
"

向 之 付け られた 平行四辺形 "

ひ がめ に 実数 を 与えt.lk



Bop 10.1.2 : NV は N豚 の 線型 部分空間仲
レポ〇
Remark : ぺい = NTE

RAW÷ い



Bop 10.1.3 : M : M - mfd と する
。

レポの VW E べ (M )
、

KP E M について

Wp E ATM



Section 10
.
2 i 交代 形式 の 外債

設定 : V i are

k.lt Zz 。

外積 AW × N → 㹠W を 定義 しよ う
。

しも、 .dz ) 「っ もい た



Def 10.2.1 : 中、 E AW
.
h E fW について

中、
n h : VH → R

( ひい ひい け 忒 ! 高卿は) ffejie ) た
しな呦

うー憑邸
と定める

.

Bop 10.2.2 : 4 、 n h E 㹠W
nrn④
4、 とも の 外積

Drop 10.2.3 : h n 中、
= (一 パ もい た



EX 10.2.4 :

4、 へ ( vi. に ) = 中 、い い -4旧は )

i. 。
!筐/;d : v.州

、

に しげ が
V2 の とき

ii. V2 の 定める 平行四辺形
"

の 面積 = 1 aol.be し



Def 10.2.5 : AW : = お ( がじ ) と おく
.

K = 0

Bop 10.2.6 : AW は 外積 について

○にパ 単位的 結合的 R代数



Bop (0.2.6 より か
、

・・

、 XK E V
V
について

か へ の2 へ . . へ のk E で V
が定義 さ れる

。

1理いっ
④

の 、
へ の 2 へ .

. へ 水 = I gn (O ) Mi ) ④ i ④ の。(k)
JET

特に ( Y ,

n

,
K ) c. VK について

しの へい へ みつ しい
、

ー ー

、 n ) = det じ邸 ミ の邸 )
の心 ) - 一

・ 水(VK)



Section 10
. 3 : べ い の 基低

設定 : v : on

k E た。

記号 : m : = dim V

目標 : Th 10.3.1 : dim で い = (た )
( 特に K > M の どく も じ = 0 )



まず 次 の 命題 を 示す :

Bop 10.3.2 : 4 E AW
. (ひいひ、、 ) E VK と す

t.tw
、 、

、 、

、 ぴ ) キ 0 ⇒

い、 ・ ・

、 A ) は 一次独立
.

Gr 10.3.3 : AW = O if k > m : = dim V



Drop 10.3.2 の 証明

対偶 を 示す i
でい た が 一 次従属 で ある と 仮定する

。

⑦ 中 (ひい ・ ・

、 ぴ ) = 0

いま viii. を は 一 次従属 な の で

i。 E 11 、

・・

、
K 4 と 1di ER 4 i も i。 で あっ て

び
。
= 彘di び と なる もの が とれる

、

次 の Lemma を 使っ て 中 (ひい い、た ) = 0 を 示す 。

Lemma 10.3.4 (W 、 i . WK ) E VK について

どれ か 2 つ の 成分 が 等しい なら
中 (Wii 、 WK ) = O (Easy )



中 ( ひい い、た ) = f (で 、 i.だ、 、 長fivi.%e1.ie を )

= I di Y ( ひいび。
、 、 、
び 、 ひどい 、

「 ー た )→
多重 線型 性

毗

nniiifyy。
= ○

岡



次 の 命題 と Gv10.3.3 より Tm 10.3.1 が 従う 。

Bop 10.3.5 : k EM と する
、

B = ( ei ) に 、 、

、 、

、
m

i V の 基底 を fix
.

BV = (ei ) に 1.in を その 双対基底 と する
.

この とき ADV : = ( ei へ だ べ へ たたっ
、雌 呼淨 i.cm

は へどの 碁 底

特に dim N = ( ど )



EX 10.3.6 :

M = (MA ) im
- mfd.ws で(M ) と する

。

( O
.
U
.
a ) EA を fix

この とき 各 p E 0 について

Wp = こ が
i.c.ciでは

妙 dliDf-.n@ai.jp

w
e ピ (OI )( 絿派 : = Ign はぱ

がた びない ない
-

と 寿 ける
. Def 8.1.4



Drop 10.3.5 の 証明
⑦ の べか は 一次 独立

し ② べが は もい を 張る .

以下 簡単 の ため

(M ] i = { 1
,
2
,

. .

.

n 4

MI ) i = 1 I c [m] | # I = k 4 と おき
、

c.
明

各 I = { i 、 、
、 、

、
i

、、 と し i 、 < c .
. < ix) について

: = ein .
. へ だ と おく

、

この とえ べ が = (ei ) IE (Y ) に 注意 、



① ⑦ べか は 一次 独立

E R 4
、 c (Y )

で あって IG ei = 0 in
AW と なる

I

もの を 任意 に とる
.

V1 e (兕 ) を とる
.

⑦ G = 0



以下 の Lemma を 使う

Lemma し0.3.7 i I = II 、 . . .

. k { ( i、 くしこく い く ik ) と する
、

この とき 各 I' E (TI ) について

( if I = I ' )※ ei
. .

. .

.
ei. ) = 1

1

(4. Bop 10.2.7 )o ( if IN '

)

いま O = ( I di ei ) ( ei . . .
.

.
ei . )

で

こ QI ① おわり



② ④ ABU は もい を 張る .

4 E でW を fix

⑦ 所 a、 ER と 、 copy sf.fi EG ei

名 I = う i 、 . . . . k { E (TI ) ( i 、cizc.ie ix) について

G : 二 中 ( ei
,

. . ein ) ER と おく
.

⑤ 中 = T.aeと
I



ひ、 、
、

、

、 た E V を 任意 に とる
。

④ 中 (u.i.tk ) = IG ei (だ .tk )
I

各 j につい て

い

y 二 点※な 」 eij に 注意
nn な
A

R V



これ より
中 (u.i.tk ) 二 中 ( たどしひ、 1 ei . .

ー
.

. た した )ei
. )

=

I ei
、いい ei.us 中 lei.i.li、 )

中 の 交代性 + Lemma 10.1.4 iii.

コン
I (
ii..ci. 玉将" が心が しない ) ) 4 (ei. . . . ei.)

nhypwploh.net
二 点烑iiitehk ) ) 4どいー!で
こ た G d ( V 、i . VK )

囮
(2) おわり



V の 基底 の とり 換え に つい て

設定 : B = 3 e. . . . em4
、
B
'

= 1ei . .

. ein 4 V の 碁底
.

n

各 i について ei = 点 Rjej と 青く
、

P = ( P i.jl.in と おく (基底 の 変換行列 )

記号 :

BV = ら w 、 、
、 、

、 wn 4 .
(B ' Y = 3 wi.rs 、

Wi 4
.

B
、 B
'

の 双対基底



記3 : 俚 ) : = イ が mi の k 点 部分𧮾 と

各 I : ニ イ iii. IK と E ( YI ) について

( i 、 cn.ci k )

WI i = Wi 、 へー へ Wik
e でい とおく

-

WI : = Wii n.in Wii、

また I
、
J E ( YP ) について

R。 ( P ij ) iは 、 jej
と おく ( 小行列 )



Theorem 10.3.8 IC ( ) を 扖
、

この とき

は = I@etPz.D wj
JEW )

Cor 10.3.9 ( km の 場合 : 積分論 で 必要 )

(w.nu へ . . へ Wm)= ( det P ) ・ ( win.tn wh )



Proof of Thin 10.3.8 r.IE ( 兜 ) を fix

WIE も い で あり

う wj 1 Je (で ) 4 は べ じ の 基底 である から

( Thin 10.3.11

WI = 垚兜、
G WJ ( GE R )

と 一意的 に 表せる 、

⑦ な側 、 as = dt 町



V Je MI ) を とる
、

⑦ G = t RJ

Lemma 10.3.771 J = Ij 、 、

・・

、 永 と し j.cn < jk )
と書いた とき

、

各 J ' E ME ) について

呼 (gii.fi ) - 1 f
は J ' )

( J もJ
'

)

に 注意する と
、 G = WI (ej.it 、 GI )



⑤ w。 ( ej、 、

、 、

、 GI ) = t 1阿

左辺 こ (Wi 、
へ . . 1 Mk ) Cgi i . G )

二

µ_ ド"が
" W"なり に Rp 10.2.71i
・

. ;

Wi
.ぼ ) ・ ・ MidGI )

= det ( 盼・
・ ・ 町を ) = det な

i i

Pig 、

一 -

Pig 、
四

( wiej ) = Rj )



Section 10 . 4 : 微令形式 の 外積

言説 : M im - mfd

Def 10.4.1 ik.la をこ。 とする 一

各 w 、 E
べ (MI

, Wz E ぺ (MI について

W 、 ヘ Wz : AM科 → ピ(M )

(Ki 、 𣷓 ) け

忒 ! 高邈のYefle )での呦𦥯
ピ(MI COM )

と 定めt



Bop 10.4.2 ! W 、 n Wz E 11 (M )

Bop 10.4.3 : も P EM 、
(W 、 1 Wz )p

= (WIIp へ (Wz)
p

Bop 10.4.4 : Wii Wi = t 1MWに Wz )

Thm 10.4.4 : べ (MI : = が べ(M ) は 外積 について

レポ○
"

単位的 結合的 R代数


