
今後 の 目標

① 向き 付け られた k次元 境界付き 多様体 上 の

k - form の 積令 の 定前

② Stokes の 定理



!癁
多様体 "瀲

Oiiii : 通常 の 意味 の 多様体

i
"境界 付き 多様体

"



内容

境界 における 解析
境界 付き 多様体 の定義

各種 概念 の 再定義

境界 付き 多様 体 の 境界



Section 12.1 : 境界 における 解析
設定 : k e た。

叶 12.1
一、

HK : こ す つに しが かい a が 1 兆 2 0 4

L と おく
.

週

轉



週
Q :境界"

における 聖懲忿邈盆は どう なる ? /
境界 H

2

A : ど級閃数 の定義 に よる
.

A

"

何 を やり たい か ?
"

に 依存 する
、

この 講義 で は

微分 の議論
"

が通常 の 場合 と ほぼ 同じ に なる よう に

"

ピ級閃数 "

を 定め d. も この 講義 では ストークス の定理 "

を やり たい 、



Def 12.1.2 : U GenHK
について

f : U → R が 級

や ヨ し c 1が : Open .
が e ピ ( も )

def
st

. U = Un HK . f =扤

( げ の Open set 上 の ピ櫆)数 に

延長 可能 )



叶 12.1.3 各 U 前 Hk について

ピ( U ) .
.
= } f : U → R 1 f は ピ級 4

Bop 12.1.4 各 U 品 HK について

ピ (U ) は 自然 な 和 、 スカラー 倍 、 積 について

( 結合 、
可換

、
単位 的 ) R 代数



DK = R!v1た叶 12.1.5 k.la を 20 と する 一

De
'

= Na He
とが

V C DK
,
VC DI について

Open Open

子像 T : U → V が C
・ 級

(一) で (ピル ) ) c (U )
def

( ただし f
E ピル ) について

で f : U → R , u 、→ fにい) )
i.

fot



DK = Rに Hk

っ皿12.1.6 k.lt た。
とする . De

'

= Na He
と する

-

U C DK
,
VC Di

, 写像 T : U → V について

Open Open

以下 は 同値

(i) T は 1社 12.1.5 の 意味 で 級 ( で (VI) CC
・
10 1 )

(II) t(u ) = (t.lu)
.

. .

. in (u ) ) ( uc U )

と着いた とき
、
T.rs

,
TE CN(U )

error

Def 12.1.3



Proof of Bop 12.1.6 (講義 で は 略 )

まず 小 を 仮定 し て ( II を 示す .

で い .in 4 を とる
、 ⑤ ii E ピ(v1

vi. : V → R
、
ひ は び ( 記号 の 乱用 」

と お C と Oi t (V).

(i) より でび E ピ (U ) で ある が 、 定義 より でこ どび
.

心 が 示された
。

次に (ii) を 仮定 し て ( I ) を 示す 、

⑦ で f E ピル )も f f ピ ( V1 を と t.ie
、

ヨ 0※いん e ピ心」 st
.

U : UnDa でf = h /v



いま で
、

一 ・ .tn E ピ( U ) より

各 i について
ヨ に c 1が

、

ヨ で c 心 I
Open

st . U = Ein Dk
、

てこ で1
。

また f e ピル ) より ヨ で c 1が 、
次 E ピ心 1 st .

upon
V = En DK

.
f 。 扤

.

E : A Ei → Rl , U ↳ (Hu)
.

. .

. たい) と お ま
.

U : こ だ i へ も心 ) と おく と

で は 0 から T へ の 級子像 特に もげ トピ (01
.

A も
がのOpen

R" OP" h = もげ と おけ ば お
国



Def 12.1.7 ( 市向徴令 ) k E た。 、 U科を と す

t.peU 、
ひ E RK

. f E ピ ( U) に対し 、

い、。

"が
、※成 ,

y (f) : = yは ) : = km ER

nine
F

f の P における 拡張 し て おかないと
と

おくび方向微分 足戦域から はみな 一 行%
ただし 、

己 CRK.IE (こ) with こっ Dk ※
Open

f = 扎
と する .

Bop 12.1.8 方向微分 は welldefined
( お の 選び方 に よう な い )



Proof of Drop 12.1.8 し講義 では 略 )

P EU 、
ひERK.fi ピ( U) を

fix.EE
c が

、
FEC・ )

、

IE ピ (E)
Open

with U = Un He = En HK
f = T.lu = たし を とる

、

⑦ ひ
、
) = 切 (た )



ひ = EGi ei と かく .

i = (

こ の とこ た げ、
丿 = を i ( 方 (打 ) = EG i 試とか

i 二( に し

( K : 1
、
2)

従って 以下 を 示せ ばな

⑦ 素 (p ) = 舞いせ i)
いま II 。 = f 、

U = 0 ^ HK で あり

各 i について ptteic.tk ( Etc 用。) に 注意する と
、

rrnn

へ

るた
Ti 卬が lim を似

て
"指"

= h 扣 い ー

、

扣 ←
k に 依存

し ない
て→ 0 てつ fn

る って 無い = 無い じ i) 囮



Def 12.1.9 .pe U 科た と する
。

TU : = { J : ピ (U ) → R | J は 線型 かつ

P に おけ J ライプニッツ則を満たす }
( ie.tt

h E (v1
、

J は h ) = y け いん
(p) + ftp.圳)

と おく
。

Bop 12.1.10 : TpU は 自然 な 和 と スカラー 倍 について

ベクトル 空間 と なる
。



Theorem 12.1.11 p EU 𨥉 Dk と する .

4 : 1が → Tp U

ひ い て

は well - defined かつ 線型 同型

Proof of Thin 12.1.11 i (講義では 略)

4 の wffkf.nl性 、 線型性 の 証明 は 省略
も Bop 12.1.8 を 用いる )



⑤ 4 : RK → TU は 全単射

以下 の 3 つ の 命題 から 直ちに 従う

以下 、 Gen ダ with U - In Ha を 固定する 。

Bop 12.1.12 if i IN → TN . J 1→ g 。 rest!

( ただし 、
rest I : ピ (0 ) → au 」 )J 1→ 北

は well - defined かつ 単射 線型写像
non

( Hit : Cut - of 閃数使う )



Bop 12.1.13 酛 : RK → 万 0 ( 0 §然 )
に ひけ が C・心 」 → R

幾何 A ( p における ひ 方向微分 )
の 内容

と する と き心 は 全 単射 線型 子像

Bop 12.1.14 EN = r o 4
RK → T→

TN

囮



RK.tk の 関係
Thm 12.1.15 :

(1) RK と HK は 非同相 ( Hits HK から原点を除いて

に k こ し ) も 可縮 |

| いが は けい お 開 豁 と 微洞相 and
RK E が x ( 0 ,N ) C HK
d.tk。

_



k e た。

"が"

筆
界が

竈設定
r : 位相空間

言乙号 : HK : = すっに しが かい a が 1 兆 2 0 4

世

Hk



アイデア

通常 の k - 次元 E級多様体 : 11での Open set 達 を 用い た 地図帳がある
.

いい

座標変換
がピ

境界 付き TATA i HK の rsre



町 に、2.gl i ( O.ua ) が R 上 の トに 局所座標 ( locdeard.at)
←っ O c R :

Open

| " | UC HK : Open

a : 0→。 同相写像

Def
.

12.2.2 :

LC (R : HK ) : = 1 ( 0 .
U . a ) | R 上 の HK - loc.coord }

( 独自 記号 な ので 注意 )



Def 12.2.3 (座標変換 ) :

( 0
,
U
,
a )

、
( O
'

, V, で ) E 4 (R : DK ) について

T.ua に びび : a ( OnO
'
) → 0 (On O

'

)
、
U 1→ ひ (だい )

nnr

とおく
せか ら び へ の 座標変換

- i 、
も
il.is '

y
i、

LHk

翏 - 彡
Tar



町 に
一、

.

2
. 4 A。

C LC (R i He ) が

R 上 の HK - atb

節 (i) V0 = R
( 0

, U , a ) EA。

&

(i)
も ( 0 . U. a ) 、

( O ! V
.
V ) E A 。

T.eu : a (OnO
'
) → で (On O' )

F ^
Open n Open| 座標鏃 u u

は Def 12.1.5 の意味 で C?級
murhrrhrr.us



12 .2 .と5 (R
.
A ) が k 次元 だ級 境界付ま 多様体

mn

←っ

def (I) R は Hansd#
、
第 二可算公理 を 満たす

空 でない 位相空間こ
&

(ii)| A は 極大進 - des on R

以下
"

境界 付き 多様体
"

を

"

montold with Boundany
"

num

un ( mfd.w.ba



通常 の ピ - des の 場合 と 同様 に

次 の 命題 が 成り立つ .

Bop 12.1.6 た A。
c LC (R : DK ) i Hands on R

と する
、

| この とえ ヨ ! A i 極大 HK - des on R

with A to
.

( A : = すし0.ua ) E LCは i Hit | も (O !V. で ) E f。 りたび 、
Tea は CN

と おけ ばよい



Remark !

"

素朴 な意味
"

で は

I k - dim'l Ends 4

n ! 一般化
し k - did ピ-mfdw.to

. 4 ( t.tk 12.1.15 )
(2)

と 解釈 し て よい

( 厳密 に は 叭 des そ Hk - das

に 読み替える 手続きがいる )



☐ に
一、

.
1
.7 閉 を 1間 [ a

.
b ] ( a c b ) は

1 - dim 'lmfdw.b.mnrr.tk
cm

( 1 次元 の 場合 は H、
= C、 なので

境界 と 角 の 区別 は ない )

k 次元 ボール txt 1が II が E 14 はt.k-dimdmfdw.be



Section 12
.
3 i 各種概念 の 再定義

通常 の 意味 の ピ 級多様体 の とき と 同様 に

以下 の 概念 が定義 でき
、
抽象論 も 同様 に 展開 で対

、

nrrrrr 、

( Section RI )
ピ級閃数 、 接空間 、 ピ級子像 , 写像 の 微分

、

の おかげ

cnet.tt 関数 、
ベクトル 場 、 テンソル 場 、

微分杉式
( ブラケット積 ) ( 外積 、 外徴令 )

ただし i曲線 の速度ベクトル
"

について は 注意 が必要



次 の 主張 は 正しく ない

Claim : R : k - www.b

PER

で ETR と する
。

この とき 曲線

C : (ー と
、 E ) → R で あって

C (0) = p かつ C (0 ) = ひ

となる ものが存在 する
。

( "

c : [ o
.
い → s

"

に すれば 成立する ) ウソ



Section 12
. 4 : 城界 多様体

k 次元 ボールr

主 境界 (これから定義 する )

2R :
-_-

-_-
で K - l 次元 球面



設定 : k EK 、

R : = (RA ) : k - mfdw.be

方と号 ;
HK : こ し つに しか 、 っ( k ) a が | っと こ 0 4

Hz
U

dHK ここ hxc.tk し っしに 04
1111 1 / 1

.

0Ha

Bop 12.4.1 : PER 、
1 0

、 U 、 a ) 、
( 0

,

V
,
び ) tt

この とき 以下 は 同値 with p a On O
'

とする
。

い a (p ) E dHK

を
(ii) で(p ) に tHk



Def 12.4.2 : DR : = { p ER | ヨ
( 0 . U . a ) c A with PE Of

H . a (p ) E 2HK

( lo.ua ) et with NO . )
a (PIE dHe

Q 2D を 多様体 と 思い たい
、

Thin 12.4.3 : 包含写像 l in ↳ R が
く 中へ の 同朋

ピ でまめ こみ し -

map で各点 で微令が 単射 )
と なる るう な M 上 の K - 1 次え ピタ 様体構造が
- 恋 に 存在 する

、

( 一意 性は 一般淪 i das の 構成 のみ 紹介する )



QM 上 の akas の 構成

r は HK が
、

つに しか
、 い、が 、

0 ) い しがく 、 っしい )

とおく
、

各 1 0
、
U

、
a ) EA について

N に On or case
Open

d U : 二µ ndHde RK
Open

da : d 0 5 N
、
p H 8 (邶り とおく

、



Def 12.4.4 i JA : こ ろ は 0 . dU , da ) 11 0.U.in ) EA 4

Rop 12.4.5 i JA は JR の ピー atks

時 に (JR 、
HD は (K- 1 ) - mfd 、

更に 包含 写像 i : Mar は

この 構造 について ぴ 埋め こみ 、


