
Section 14 : 徴令 形式 の 積令

設定 : R ; = (RA ) : k -mfdu.b.fi
R 上 の 向き

目標 : R 上 の コンパクト 台 を 持っ k - form W について

積令 山
。 、
W ER を 定める

.



f w の 気持ち
a.の

コが向き付き 胴体

向る 付き 科
_

・

微小平行四辺形
だ令塾

各微小平行四辺形 を W に
"

代入
"

し て 足し あげる

Snp W が コンパりFITT限和 に ならない



難点 : R を EEEEEEEEEEF で対 ?

~か きれい に分割するのは ムリ 、

雰囲気 : 各局所座標 上で は 分割 でまるしリーマン 積分 の 本質 )
R 全体 で は

"

1 の 分割
"

を 用い て

各局所座標 上 の 分割 を
-

_

÷
、 i 全体で重ね合わ せ2.nnni.si'



Section 14.li コンパクト 台 を 持つ 微分形式

設定 : R = (AA ) : k -

mfd.w.b.laた。



Def 14.1.1 i 各 W E で (R ) について

supp
W i = } per l Wp キ 0 4

0- R における 閉包

Def 14.1.2 i

ぺ (RI : -3 w Eぺい し suppw は コンパクト 4

Bop 14.1.3 :

ぺ ( R ) は ぺ (R ) の 部分 ピロ) 加群



以下 O Gen R と する
、

Def 14.1.4

ぺ (R ; O ) := 3 WE ぺに ) 1 suppw く 0 4

Bop 14.1.5
ぺ (R ; O ) は ぺ (R) の 部分 (R)加群



以下 の 命題 は 後で 使う

Rp 14.1.6 各 w E Alh ; O ) について

。~
R における Support

0 における→ spp (WI。) = spp WSupport

特に 1! (Rio ) → 1。 (0 ) 、
w ↳ wb

は well - defined

Hit ! R の Hausdtf 性 を 使う



Section 14
.
2 : HK 上 の リーマン 積分

HK の 開集合 上 の 関数の リーマン 積令 の 記号 を 設定 し て おく 。

設定 : k E た。

U i He の 開 集合

( HK : = 1 ne 1が 1 水 2 0 4 )
で E 仕 14

記号 :

Cc ( U ) : = イ ft C ( U ) 1 suppf : コンパクト 4
: U 上 で コンパクト 台 て 持つ連続関数全体 の なす

ベクトル空間



U C HK C RK に 注意

Fact 14.2.1 i
も f E Cc ( V1 、 f は U 上り - マン 可積分

Rf 14.2.2 :

I
( U , ou ,

: Cc ( U ) → R

f H の n ( f の U 上 の リーマン積分 )
テ ( 重積令 = 累次積令 )
Sさ 1 1

Bop 14.2.3 : Ian , i Cc ( U ) → R は 線型写像



設定 : U 、 、
V2 C HK

. U
,
U i連結

' Open

i i U 、
→ U i ピ級同相

(
a detailu >0 (wie O . )

ov

detはなく 0 にひ EU ) 丿
Ali

、
N、

E { Il 4

with NiNi 1 ←→ det したh >0 Tu EU )
のi Ni - 1 det はなく O にUE U )



Fact '4.2.4 ( 変数変換公式 の応用 )

も f e Cc ( V21

Iw
、 、
。。 、 、
に制 ・ del・はり ) = I 、uns 」

( f )
un Nine

ownf の i による 引き戻し



sect.in:4 .
3 : 局所座標上
一一

過大令形式 の 積分

設足 : R = は 、 A ) i k - mfd w . b
.

T : A
com
→ 仕 し 4、 ( 0

,
U , a ) に) 5(a) : D 上 の 向 之

( O
.
U
.
H ) E A com

目標 i 人 。 。いう べ (Rio ) → R
.

W 1→ 人。。、バ
を 定める 。



Bop 14.3.1 i 各 w t で (Rio ) について

ヨ !

gwu.EC?(O)s.tyw6=Ji.da.n..ndausuppjwa=supp(Wb)=suppw
Hit i Prop 14.1.6

Obsevbation 14.3.2 i 上 の 設定で

IYJI E C? ( U ) が supp" や指 ) = a ( spp w)
nrn

F e - f v HK

が U → 0 啊、
_ ai_た緋浮が

による 引き戻し a 𦐂 )綛稲w



Def 14.3.2

人。。いら で (Rio ) → R

w ↳ Iu 。いし しびりなで )
nrrn

ピ ( U ) c CN )

の 元

Bop 14.3.3

5、。。*
i で (R; O ) → R は 線型 子像



次 の 命題 は 役 で 使う

Rp 14.3.4 i ( O . U . a ) 、
( O ! V

. で ) E A
com

with On O
'

も 0

W E AE (R j On O' ) とする
、

に べ (Rio ) n で は心 ) )
このとき

人。。いい
W 二 人0.*き ・

( どの 局所座標 で積分 し て も )同じ
気持ち : この 命題 が 成り立つ よう に

い

微令 形式
"

と

"

向き
"

を 定義 し た
。



Bop 14.3.4 は 以下 の Lemma 、 向き の 定義 ( Section 13 )
および Fact 14.2.4 より 従う

Lemma 14.3.5 Rop 14.3.4 の 設定において

wl 。 = ji.da.n.in da ( 指 噤 (01 )
WI 。1 = 3台 ・ der、 n - n de は出 E 9101 )

と おく と
。

(び門断 = て越 (しが猘 ) ・ detはてw)
で 10へ0

'

) V10 へ01

Hit 、 Cov10.3.9



Section 14. 4 : 1 の 分割

Reading Cut - off 関数 ( et Section 5 ) は

"

局所 的 に定義 でき て いる もの を

全体 に 延長 する
"

の に 便利

LEED は 更に 進化 し て

"

各 点 の まわり で 定義 さ れ て いる もの を 月別 合わせ て

全体 で 定義 する " の に 便利



設定 : Xi 位相空間

{ G 4
×い

、

i X の 部分集合族

Def
. け
ーー

、
4.li taken が 局所有限 ( locdff.int )

←つ も
x a X

.

ヨ に、
こ か の Open nbddef

は
1 ( V、 ) : = イル1 1 G 。 に も 04

が 有限
、



0 : X の Open Cover と する
、

叶14.ch ( 1 の 分割 )

X 上 の 連続関数の 族 3 4× 4 ×an が

0 に 従う 1 の 分割 ( Parti ton of Unity Sub ordonate
to Q )

PU S to 0 と 略す
←つ (1 ) Y (か) E [ 0 . 1] じ入

、

も
っし )1 ・ (2) も XE 1

、

ヨ ○ E 0 st.suppk.CO
(3) 1 supp 4× と × en は 局所有限

(4)
I 4× いい = 1 せつ( EX ) ( か より な辺 は 有限和 )

c.
XE1



Ex 14.4.3 X = R

0 = } On : = ( n- 1 , int l ) {
ne z

の とき

h (x ) = |
1 mi E x an+ j

| h { ne z を
る (っいしいる ) ) n - JE x an- j
-3 しも - Intが" '

ntj.ae昉1 。
otherwie

と おく と PUS to O
.

i ii

ii. 状で、 、
!

、

xlixil.vn
- 1 n On nt 1



以下
、

R : k - dim'l ピ- mfd w
.
b

.

と する
。

この とき 次 の 定理 が 成り立っ _

Theorem 14.4.4
-

も
: R の Open Cover

| 14× 4 : PU S to 0
兆1

st
.

4× E (R ) に水 1 )
nn

この 定理 の 証明 に はTiiff 、
Hand#性 を 用いる

。

証明 は 付録 1 - ト として アップロード 予定
、



応用例 ( この 講義 で は 使わ ない )

Theorem 14.4.5 任意 の ピー mfdw.b.lt リーマン 計量 を 持っ 、

特に 距離化可能
。

Hit i 各座標 で 計量 を 定義 し て おいて
、

1 の 分割 を 用い て

全体 で 貼り 合わせる
.



Section 14.5 i 多様体上 の 微分形式 の 積分

設定 : r = ( r ,A ) : k -

mfdw.b.siAcm→ 3± 1 4 : M の 向き
。

目標 : h 1を (R) → R 、 W 1→ J w を 定める
、

(R
.
の 1



Theorem 14.5.1 (微令形式 の積令 )

線型写像 J : べ (R ) → R w a (R
.
の) 上

には '
w 1→ f w の 積分

(Rio )

で あっ て
、 以下 の 条件@ を 満たす もの が 一意 に 存在する :

条件⑧ 、 もし0.U.in ) EA
com 、

U WE で (Rio ) c べに )

wう、。 , W = J
( o . かい)
nicht

Def 14.3.2

この 定理 の 証明 が この 郎 の ゴール
、



Than 14.5.1 を 示す ため
、
命題 を 準備 し て おく 、

準備 の設定
Q i = 1 0 4 co.ua ) EA

com

と おく と
、

Q は M の Open Cover
.

4 4× 4 × et を POS to Q で 4バ ピ(M ) に入 ) となる

もの と 任意 に 扖 ( Thin 14.4.4 より 存在が保障される )
各 XE 1 について supp を C 0× と なる

( 0 x 、
U 入 、 山入 ) E Acom を 扖
( QE 0 ) し選択公理

を 使った )



代数的 直和Bop 14.5.2 :
由

子像 思 では → ⑦ で (r ; a)
が1 有限個の成令 て

o
W 1→ ( kw ) ×~ 除いて ゼロ

は well - defined かつ 単 射 線型 写像

Support が 局所座標 に 収まる ように
Cor 14.5.3 i も WE では) .tw を 有限個 に 分割 できる

。

ヨ Ne 2に。 月 ( Oe . Ve
.a ) et .

ヨ

We e で (r : 0 e )
Com

(l = 1州)
s.tw = 感 we



Proof of Rp 14.5.2

⑤① 包 は well - defined

② 己 は 線型

③ 己 は 単射



① を 示す : kW E で (R ) を と t .

○示 ( i ) ( kw )u は 有限個 の 成分 を 除い て ゼロ

(II) E de 1
, Supplyが w ) は コンパクト で supp (kw ) CO 、、

まず 各 入 e 1 について

spp (kw ) c suppk n spp W

に注意



(i) ( kw )u は 有限個 の 成分 を 除い て ゼロ を 示す
.

1 ( suppw ) に } 入 e 1 1 suppk.rsuppw も 04
とおく

.

swppkiwcsuppk.si suppw した ) より

1 ( suppw ) が 有限集合 である こと を 示せ ば よい
。

いま 3 mph 4 xn が bcady finit で

MPP W が コンパクト で ある こと から

五 ギロン必要

1 ( spp w ) は 有限 でなければ なら ない ことが分かる 、

i) が示された 。



(II) E de 1
. Supply 、、 、 w ) は コンパクト で supp (kw ) c 0入

を 示す
.

も
XE 1 を とる 一

( 0入 シンパ外

supp 4ゞ w
c s前と、 n supw c 0×

で あり 、 supp 4入 へ suppw は M の コンパクト 閉第、合
、

snpp K、
「 W は M の 閉第、合 な ので

spp 4が W は コンパクト
、

(ii) が示さ れた
、



② 包 の 線型 性 は 省略 し簡単 )

③ 呂 の 単射 性 を 示す :

⑦ Ke = 0

ie.tw e で (r ) with Ki W = 0 (叺 )
、

W = 0
.

も W E で (R) with 4× 「 W = 0 ( も 入 ) を とる
.

○示 W = 0

ie.lt p E M
,
Wp

= 0
.



U
PER を とる 。

示○ W p
= 0

I た (P ) = 1 に 注意 する と
XE 1

Wp = ( I 4入 (p ) ) ・ Wp こ 㐂 しど w }
Tri、 、

、

ここで 各 入 E 1 について Y . W = 0 より

特 に (kW )
p
= 。

従って Wp = 忌 (Xi w Jp = 0
.

③ が示された
、



Theorem 14.5.1 (微令形式 の積令 ) (再掲 )

線型写像 J : べ (R ) → R w a (R
.
の) 上

には '
w 1→ f w の 積分

(Rio)

で あっ て
、 以下 の 条件⑧ を 満たす もの が 一意 に 存在する :

条件@ 、 もし0.U.in ) EA
com 、

U WE で (Rio ) c べに )

wたが 二 tti
叶い2

Proof of Than 14.5.1 :

① 存在

③ 一意 性



① 存在 を 示す :

線型子像 名の べに ) → R を

以下 の 線型写像 の 合成 として 定義 する
。

「己 和う)(oいかが ))
べ (R) → 点べ (R ; Q ) → @ R → R

入は

⑦ 上記 の 名の 「

ー べに ) → R は ⑧ を 満たす
.

i.li も (o.U.in ) EAwm.lt WE で (Mi 0 ) c べ (D

h。 w = 5、。。、で



もし 0 、 U . a ) EAcnn.tw E で (R ; O ) を とる
。

⑦ 品の
W = 5、。。が

各 XE 1 について Supp が W C Supp
4入っ supp

W C 0× n O .

(kw )Rop 14.3.4 より 人。×ががた w ) = J
(0.*

と なる こと に 注意する と

f (kw )( kw ) ニ 慈 (0 が "
左辺 = 嬴山。いい

有限和

w = 破
= J (長で ) ・ W = J

cos10呬 いた
① が 示さ れ た

。



② 一意 性 を 示す :

線型写像 S : べに) → R が以下 ☆☆○ を 満たす とする こ

☆☆○ t ( 0
,
U
,a ) EAcnn.tw E AE (Rio ) 、 S (W ) = 0 .

以下 を 示せ ば T 分

示○ S = 0
.

し i.e.tw a で (R ) 、
S (W ) = 0

.

V w E 1を ( M ) を とる
、

き、○ S (W ) = 0
.



Car 14.5.3 より
、

ある ( 00 . Ve .
He ) EA com . We E で (MiG ) (t.li ・. N )

を 用い て w = 感 Wl と 書ける
、

S (W ) = S ( 感 we )

= 率 S ( We ) に S の 線型性 )
= 0 じ ☆ ☆○ )

② が示された
。

囮


