
Section 1 5 : Stokes' theorem

言允足 : R : k -mfdw.b.si
R の 向き

記J : NL : R の 塤界 多様体 (とり-mfd )
が i 0 の そ秀導 する JR 上 の 向き

.

この 節 の ゴール i Stokes ' theorem

も
we では

、 f dw = f w

(R
,
。同 (M

,か)

外微分



この 節 。 ゴール i Stokes ' theorem

も
we では

、 f dw 二 名
。 。。い、。同

W

外微分

気持ち r 1)仍イ =

・ ・
・ ・

司、

f. dw = エ dw ( 回 )
回。

三 高 wい た t ) = w (伴 t ) =何が七
外徴令
の気持ち



Section 15.li 微分形式 の引き戻し

設足 : Mi = (Di
,
A i ) i Ki - mfdw.b.li -1.21

4 : R →m : ピー map
l E を20



Def 15.1.1 i w e ぺ ( とする
.

各 P t R 、
において (Ytv )p : TR、

f → R を

世w )p ( ひい ・ ー

、
ひと ) = W ( が 、

・・

、
d)p D

4川

(ひ、i
' Ne E TpR )

として 足の J .

l

Bop 15.1.2 i 各 PER について (4花 )
p
E 1 TY 、

UW : M → をで" (R )
、 p 1→ ( p 、 世w ) p )

は EL 、 I の l - form を 定める 、



Def 15.1.3 : じ : べに) → ぺ (T.co 1→ 4先

とおく .

Bop 15.1.4 : じ : 14 → ぺに、 ) は 線型 、

また 各 f E ピ(SD
,
W E ぺ (M) について

じ ( fw ) 二 世f)世w )

min
f 。 4 E ピ (n )



Theorem 15.1.5 : 引き戻し は 微令形式 の 外積 を 保っ
L

し
ie.tw 、 EN (T.ws E でし

ど ( W 、 n Wz ) = 4 女 (w 、 ) n じ (wz )|
Hit : 以下 の Proposition から 従う

V. W : 有限次元 ベクトル 空間
で V → W ; 線型 写像 とする .

Def
.

15.1.6 : B l E を こ。 について

で「 i 1 W → IV
,
w ↳ tw : いい
~

ル → 中

( v、 、
、 、

、ve \ HW (Mi .2%

Bop 15.1.7 ! じ は well defined
、 線型 、

交代 形式 の 外積 を 保つ
。



Theorem 15.1.8 : 引皎 ( は 外 微分 と 可換

ie . でいい が ぺ"(T

( T d ° T d
1分 が 1 )

証明 の アイデア を 紹介 する i

Lemona 15.1.9 : Ch) ÷ぺ (R ) 上 で 引き床し は 外 微分 と 可換

H.it i ( 4女 (df ) )が) = (df ) し( dY )p u )un

( d世f) )
p しひに ひ (州 )



Proof of Thru 15.1.8 l E た。 と し も E 11 (か そ と J
.

⑧ der ) = じ(dw )

( 0.U.nu ) c Az そ と d.

以下 を 示せ ば 1分

⑤ (d (屹川ど 、

世 (dw ) ) 1
。。

以下 略 ( 座標表示 し て そて 算 )



Bop 15.1.10 : 4 : R 、
→ R 2 が proper

( i.e . Compact st の 逆像 が必ず Compact )
なら じ (ぺ (の ) c ぺ に、)

Hit : WE で (RD に ついて

じw く ど( swpw )SWP
を 示せ ば よい



section15.2.SN/ces_

言文足 : R : k -mfdw.b.si
R の 向き

記号 : NL : R の 塤界 多様体 (とり-mfd )
b : M → R i 包含 写像

か i 0 の そ秀導 する JR 上 の 向き
.



Stokes ' them を 述べる ため の 浄備

Bop 15.2.1 V1 Eた。 ,

V
w EA ! (R )

supp dw c suppw 、

特に dw e 1が ( r )

Rop 15.2.2 : b 女 ( A ! (r ) ) C 1! (or )

( Prop 15.1.10 、
M 品edr )



Theorem 15.2.3 ( Stokes ' theorem )
も
w e 1ぜに )

1、。。 dw = 名。 。。 、
ら「 (w )

nn nrfr
の

べ しの べもの )

証明 は Section 15.4 で述べる
.

Car 15.2.4 : dR = 0 ( く⇒ R が通常 の 意味の ピー mfd )
の とき

も
w e で" ( r ) 、 J dw = 0

(i)



R : = • • = [o
. 1] ( 1 次元 mfd w

. b
.
)

Ex 15.2.6

(微積分の基本定理 ) 5 : が 。

。-_-•

( See Ex J
2R : • •

Do : が j

f E ピ (R ) = ピ ( Co . 1 J ) = ぺ ( [0. 1」 ) と する 、

このとき df = f'da
で田 の元

が
nn

t の導関数
If'da = J dt こ たか ,f = t ( 1 ) - flo )

には )

Stokes ' の 定理 は 微積分の基本定理 の 一般化



Section 15
.
3 : Stokes ' the の 応用

設定 : M ! m - mfd ( 向き付け不可能
でない )

L : KI ) - mfd

n : L の 向き

で L → M :

proper
ピー map

M = S
2 M = T

2

EE 、 一国
〈



ms ご
「

国
と

.ci L

L

Q : ヨ ? R i K - mfdw.be

ホモロジー G : R の 向き
( の 精神 ) | i : r → n : proper Camp st . でにて

M = T
2

R M = S
2

R は 存在 しない落なし で国 ( どう やっ て 示す ? )

L



設定 : M ! m - mfd ( 向き付け不可能 )でもよい

再子曷 !
L : KI) - mfd

n : L の 向き

で L → M :

proper
ピー map

Theorem 15.3.1 ( Stokes ' than の 応用 )

でw キ O仮定 ;
ヨ
w eで (M ) with d = 0 げ {

EineNhrnrrrerernrrn

主張 : ホモロジー 探知機 検知 !

も R : k - mfdw.be

| G : R の 向き

で : R → M : proper ピーmaps.fi でル = て

い

L は M の 非 自明 な ホモロジー !
"

mi de Nam 理論 へ



Proof of Thin 15.3.1 : 対偶 を 示す

R : k -

mfdw.b.IO: R の 向き

で : R → M : proper ピーmaps.fi でル = 2

が 存在する と する
.

示○ も WEで" (M ) with dw = 0
, f

,

TW = 0

L
、た )

も WE AE '

(M ) with dw = 0 を とる 一

⑦ f tw = o

( L
,E)



J dMw ) を 2通り の 方法 で 計算する i
(R . s )

でw① J d世w ) = ふ。いしR
,
G ) も

Stokeithmwunn

② J dL ) = f t ( dw ) = O

(R
.の p

(r
,

s ) F

Thmail.gg
し dw = o )

これより J HW = 0

(しはし)

囮



Example 15.3.2 ?

M = T
2

=国 で ニ 肜を
2

L = 町を
L

て : L→ で
、
1x ] 1→ [ x . o ]

Wi da E で (で ) について
-

注意必要 ( R2 上 で定義 し た ものを T
2
に 落とし た )

dw = 0 かつ 名前 = Sick = 1 =1 0

~7 L は で の 非 自明 ホモロジー !



Section 15 .4 : Stokes ' theorem の 証明
Theorem 15.2.3 を 示す

言文足 : R : k -mfdw.b.si
R の 向き

再掲 i Theorem 15.2.3 ( Stokes ' theorem )
も
we べた )

ら「 (w )/ n ,
o 、 出 二 人かが

nnf
の

べ しの べ" (の )

キーポイント i

"

- 変数関数 の 微積分 の 基本定理
"

を 用いる



積令 の 定義 ( Thin 14.5.1 )
および Gr 14.5.3 より 以下 を 示せ ば て令 で ある

。

Lemma 15.4.2 : YO
,
U . a ) t A
"

( suppw c 0 )
も w E ぜ (n ; O )

、

がwJ dw = 1、。。 。。 っ( r , o )



Proof of Lemona 15.4.2 i

YO
,
U , a ) EAT V WE AE ' (n ; O ) を 杁

.

がw⑤ 5 dw = 1、。。 。。 っ( r , o )

簡。 単 の ため d0 は 0 または連結 と する
、

しる0 も 0 かつ 非連結 の 場合 は連結成令 に分け て )ギロン すれ ば よい



WI 。 二 点 JI.edu へ へ dak と 座標表示する と
、

du
Prop 11.2.7 より
d) 1 。 = たせ が が

前: da .べ へ dak

と書ける
.

従って h.to 1、。。いっ dw

= 記が Iw。が噐び ) 湖



ここ で 各 S = 1
、

i

,
k について

snpp Deus 。 ど ) c U に 注意 し
、

cpt

Jas oで EC?( HK ) と みなさ ば (セは延長 )

N N

⑧ = 記が※ § 冲 水筆 du) - du du
O -N -8

-D 累次積分



ここで 一 変数 の 微積分 の 基本定理 から

s < k のとき ※ 水で
"

商 (いい UD dus = 0

- 1S = k の とき
JY 0発

、簫(u.i.ua du = 一 は品 。 均 ( u 、
r - Mk- 1 . 0 )

更に
累次 積令 が 積令 の 順序 に よう な 事 ( Fubini ) より

⑧
= い Y 。 (a) )で は 靴び ) (mi . un .

0 ) duidu- i
= i ☆☆☆○



"
-3 0 = 0 の 場合 は
-

り㐂 。 で ) (U 、i、 UK-i 、
O ) = O

( t (u.. . . ひいいが )

な ので 左辺 ニ ☆☆☆ = 0

また がw = O ( suppw c 0 より snppbkw.to )
従って 右辺 ニ 。

この 場合 は OK
、



Case 2 i 0 0 も𤇾

( O
'

.
V . で ) - (00.80.0-a ) と おく

。

簡単 の ため O
'

!連結 と する
、 ( 連結 でない 場合 は

連結 成分 に 分け て

Lemma 15.4.3 考えれ ばよい )
(がw) 6、 = Silk da n . . へdu 、

いま snpp 叱 < O
'

より

f がW = Iw
、 かい 」

(ゴい、 0 で )
( dR

,
to )

= (い がい ( J靴で の RK 上 の 積令 )
= 栩〇 岡


