
Section 1 7 : 特異 ホモロジー

設定 : M : m - mfd with comers
(m E を 20 )R : 可換環

知り たい 車 :

R : comput mfd withN = 0 4
1 (R ,

s
,
L ) l o ; R の 向き /

r : 2→ M
"

M における 変形
"

M の 形状
"

の 情報が つまっ て いる l
mm

. . . しかし どう やっ て 定義 する ?

ゴール i
" 特異ホモロジー "

として R 加郡 の 言葉で定義する !



M = トーラス = S
'

× S
'E

gy.fr キハ点 4

M = 球面 = S2

RE 〈 1点とGhhrt } M 内 の 1 次元部分多様体で
みこ 0 名 =随州



内容 : 標準 単体

特異 ホモロジー

誘導 準 同型

ホモトピー 不変性

ピー 特異 ホモロジー と 特異 ホモロジー の 同型定理



Section 17.1 : 標準 単体

設定 : k E た。

Def 17.1.1

AK : = { p = ( Pi 、
i

、 RAE が
" | Pe こ 0 (H ) 、 長 Pe = I { CR"

標準 k -単体 ( Standard k - Simple )

EX K 1 K 2

K = 0
へに

硝
、

豳※
、o

・



17.1.2 :地以下 の 意味 で AK は k - dim
'l Child with comes

A の CK - 局所座標 として

( 09 U l , W ) ( l = 1
,
. .

.
k.tl ) を

d : = h DE 1 k 1 Pe 年 04 < AK
Open| じ ! = 3 u e CK 1 FU i < I と 私 Ck と 定める

、

W : 00 → vl.PH ( R 凡が

このとき Pe

A
。

う しd.lt
、
al ) ll = 1 い、 ktl と は

AK の CK -Mas であり
、

( AK
.
[An ] ) は k.mfdw.ci



RnEx i ・

※※ l いし 。
1

いしーーら

C 、 へ

1-U ' ←

O
'

w

_

式



た凸 AK の 向き は 以下 の 2種類 ある
。

1社が3

が
、

ベ : 1 (09 v9 al ) 4e ..いい → 4 t.tl を それぞれ

しべ )al :こけ が
し t.li 、 ktl ) として定める

、

(が He :こしー パ

こ の とく の
、
T . は A 、、 上 の 向き を 定め t

.



で の 境界
一一

k 21 と する 、

各 l = 1
,

- 一

、
ktl について

も ! AK , → A , q ン (f . ・・

、 G 1 H 1fi 私、 0.ge 、

一 - qk )

と おく 、

Baptiste. 4
( AK 、

凵 さい 凵 ー '

-_-

凵 AKI
、
7 V12 凵 - r 凵 1にい )

ktに A. の bmndarymo.info ld



で邃※
ii.



足17.1.5 : AK 上 の 向き が ( resp.si ] の 誘導 する

boundaymfddk.hr . . to Act
,
au - U てい ) 上 の 向き は

べ'
u OE ' u of

'
u - 一 u 。𡵅灬 と なる .

(resp が u がさ u べU.nu 呫仙 ]

☐。
.
A

Fi ※豳・※※
i." ÷ n



Section 17 . 2 i 特異 ホモロジー

設定 : X : 位相 空間
R : 可換環

Df 7.2.1 " 各 k E た。
について

C (AK
,
X ) i = 3 t : AK → XI until



Def 7.2.2 i 各 KEをこ。 について

R加 群 CK ( Xi RI を 以下 で定める .

CK (X ; R ) i =
sur

Chain
C (AX ) × はと 、

と 4 の 生成 する
Nu(灬・ 鯯"爕

ぐべいにべり

部分 R 加郡 と 日成
樾



Bop 16.2.3 :

CK ( Xi R) の 元 C は

瓦 ai に i .5¥ ) ( a ER
. で EC (AK . X ) )

した限和 ) の 形 で書ける
、

各 TEC(A
,
X ) について( 一 に

、
なり こ にべ ) に 注意 )



気持ち : 本当は
nnu R : Compact mfdw.ci

1 (R ,
s

,
L ) l o ; R の 向き 4

1 : 2→ Xi coti

を 考え たい が
、

扱いが 難しい 、

その かわり に CK ( Xi Z ) や Cc ( X ; R ) など を 考える
、

ぼ
R = 1

、豳 で X を 考える 替わり に
、

( 月 → X ) + (自 → X ) と 考えて 代用 する
、



" 境界作用素
"

を 以下 で 定義 する
.

7
.
2
.虹4 : k E た 、 と す

t.dk
: G( X ; R ) → Cm (Xi R ) と

各 C : I di に i.べ ) ( di ER . で EC(A .
X ) ) について

i

←

0た が (さい 、
2e ) に 誘導する 向き

Ktl

? C : = I Qi 缶 (T.eu 、 がぶーい) E CalMi R )
i

と 定める 。( 永に性に 長しで U 、 梐いたい ) )
Rp 7.2.5 : di G( X ; R ) → Cm (Xi R ) は well defined

( K ? 1 )で R 加群 準 同型



E × i ※或 ix) i= ( Y → X )
t

( ヾ → X )

t

( _ → x )



Def 17.2.6 : 各 k E た。
について

CG X ; R ) = 0 と おく
.

また 各 KG をeo について

d. : CK (Xi R ) → Cal Xi R ) を

ゼロ 写像 と する
.



Def 7.2.1 : C
* (X ; R )

・

ー
= 昆 CK ( X ; R )

J : = あみ
K EZ

Theorem 17.2.8 : d
2
= O (境界 に 境界 なし |

特に ( C * (X
.
R ) = ④ Cc (Xi R )

、
d ) は R 銷 複体

Ktを

✗ 上 の R係数特異銷複体
Def 17.2.9 「

ホモロジー H* ( Xi R) : = H ( G (X . R ) 、
d)

代数の

一般淪 ば○ HK ( X ; R ) = HK ( GN .
R ) 、
d ) =

仙%
m 永+ 、昨年 の

Section 15

R係数と次特異 ホモロジー (siyulevhowl.gg )
この とき H. ( Xi R ) き ④ HK ( X ; R )

KEI



Proof of Them 17.2.8 :
も KEZ.EC EC{ Xi R ) を と J

.

⑤ 孔 = 0

K E 1 の とき は 明らか に CK 2 ( X ; R ) = 0 )
K 22 と する

、

C = エ ai したベ 」 ( di ER
.
で EC (A .

X 」 )
i

と着ける ので

以下 を 示せ ば 1分

示○ J に、
ベ ) = 0 にて EC (AK

.
X 」 )



もて E C (AK
,
X ) を とる

。

⑤ る に はた ) = 0

以下 の Lemma を 用い J

Lemma 17.2.9 i 1 El E ktl.IE l
'

E k について

ぴ を 1 = 1 発 を一、 ( f l '< l )

を4102e ( if l ' z l )

as Maps Aka
→ AK

Hit : 直接計算



k.tl

まず d に
、
ベ に 示し て o を 、 GIII

こ 感 がいい。 を 、
ベり

じ にいe.球 ) -_- し て いe. の坊



k.tl

これ り よに
、べ ) = I t 、 が る にいe.がり

にし

こ ぎせ が も いがに。 ぴで べり
た ( f '= 1

こ た 者 (- 1M
'

( to 1 e 。 で 、
べこ
)

を蝱怤 )
心に。 ぴで、

べさ

)

を熱さ が4で 恥 を 、
で )

に Lemma 17.2.9 )
= 乙 いが竺 ( io た% 、 がっ

S = l' l ESES
' EK

3 s
'
i t 、

や
t I せ が4で をパ を 、

で )
1 ElElに k

= O
国



気型 R i と の とえ Kdid

Ker dk くっ } (non ) |
で は mfd withMyo : D の 向き
2 : R → X ; conti

Linda で 割る く→ (R
.
5
. 1 ) の X 内 で の 変形
-

を 無ネ見
.com

Kdid
Di cpt mfd with JD =0 |H

. (Xi を ) や ) は 、の 2 ) | o : D の 向き
2 : R → X : of i

X 内 で の 変形



旦 X = Ltd
R = S

'

塙国
T
がこれらは 別 もの 同じだと みなす
いたい err

の璋
=闇
これの境界 が

G - C 2



Example 7.2.10 : X が 1点
、 集合 の とき

G、 (Xi R ) も }
R ( if k こ 。 」
O ( othermise )

の、 E |
O ( if KE O or k : odd )

ik ( otheruse )

TLD HK ( X ; R ) E {
R ( k = 0 )

o ( otheruse )



Section 17
.
3 : 誘導 準 同型 と ホモトピー

設定 i X . Yi 位相空間
R : 可換環

記号 i ( G ( x ; R ) をいい内 が ) : X 上 の R係数特異銷複体
K

(G (Yi R ) を C.(Y ; R ) 、か) :Y 上 の se

Rop 7.3.1 : 各連続子像 f i X → Y について 本や X

た に 、拄 )÷ したt.fi ) として 足まる 忰
12加郡 準 同型 f : C * ( Xi R ) → C* (Yi R ) は

R 銷複体準 同型



Def 17.3.2 i 各連続子像 f : X→ Y について

R銷複体準 同型 f : C* (Xi R ) → C* (Yi R )

の 誘導 する R加刷 型 同型 3

H (f ) に H した ) : H ( X ; R ) → H (Yi R )
i

H (G (X.は 1 . d ) と青く
、

Theorem 17.3.3 : H : |
× ↳ H (Xi R)

は
f ↳ Hけ)

位相 空間 の 国 から

Z.gradd R加郡 の 国へ。 関手
(記細 略 )



Def 17.3.4 : 連続写像 fg : X → Y が howtope
def
←) ヨ

p : × × [ o . 1] → Y i of
nrn

f からg へ の F st 、

ww-10か1 P ( n
,
o ) = fいい

( も っ( EX )
P ( a 、 1 ) = g いい

Bop 17.3.5 i
"

homme
"

は CH . Y ) : こ ) f : × → YI confi 4

の 同値 関係 を 定める
、



Theorem 17.3.5 i fy : X → Y : of i と 2 J .

f Y が homot.pe なら

た
、 g * iC*(Xi R) → G (Yi R ) も

homot.pe 、

特に HH ) = H (g) i H (X ; R ) → H (Yi R )

証明略し
"

プリズム準 同型
"

)



叶 17.3.6 i X と Y が homotopic
☆ ヨ f : × → Yi and .

J .

、 Y→ Xi and i ,

st . gt 識!×kg ~ ich、 ド""= Mid)
howtope = id

ト伽竹に id
Car 17.3.7 : X と Y が homotopic の とき

H※ R ) E HAY i R ) に K )



Example 17.3.8 : X が 可縮 ( 1点県合 と howtopic )
と する 。

(例えばユークリッド空間 の 球 、 開球など )
R ( if Ki 。 )このとき HK ( Xi R ) = {
o ( othewie )



Section 17
.
4 : 特異 ホモロジー

言う足 : M : m
- mfd with comers

R : 可換環
記号 i 世 : k 次元 標準単体

( K - mfd with cnn.rs )
C (AK , M ) = t i : べ→ M 1 confi 4

( C* (Mi R) =昆比 (M ; R ) 、
d) :

M 上 の R係数特異 銷複体



Def 17.4.1 :

パ ( AK
.
M ) : こく て も CH

.
M ) | て は 級 {

C C (AKM )
(M ; R ) : = 1 Iai にi.べ ) E CK (MiRIInnocent
if TE CN (AK

.M ) に小
記号 の 乱用

CG、
(Mi R )

Bop 7.4.2 : Cを (M ; R ) は 9(Mi R ) の 部分 に加郡 で

か、 し (MIR) ) c (Mi R ) に k )

特に (Mi R ) = 表パ (Mi R ) 、
d ) は R 銷複体

M 上 の R係数 C・ 多 異 銷複体



Def 7.4.3 R 銷複体 (Mi R ) =表パ (Mi R ) 、
d )

について

パ(Mi R ) : = パ ( MiM .
d )

*

HE (MIR) : = HE ( (Mi RI . d )

M の R 係数 特異 ホモロジー

( Smooth sgdavhowl.gg )



Theorem 17.4.4 : H! (Mi R ) も HK (M ; R ) ( も k )

より 正確 に は

包含 子像 j ! ピ* (Mi R ) → C* (Mi R ) について

( R銷 準同型 )
H (j ) : パ(Mi R ) → H (Mi R )

は R加郡 の 間 の 同型子像 と なる
。

(証明 略 :
'
'

Whitney approximat.im theorem
"

)


