
Section 1 8 i de Nam column lyy
de Rham 理論 の モチベーション と 流れ

一、

Mの蓪形状 ( トポロジー ) を 知り たいも千べ !

① M の 特異 ホモロジー H
* (Mi R ) を 計算 したい ( R = R と する )

( M の 形状 を 反映 し た 不変量 )

② M の ピー 特異 ホモロジー HI (Mi R ) は H* (Mi R ) と 同型 な ので

こちら が 計算 できれ ば よい

③ M の de Nam コホモロジー 愉(M ) は

ぽ (M : R ) の 双対空間 と みなせる ( de Nam の定理 )

ので これ を 計算 でよれ ば よい

○4 愉 (M ) は いろんな 手法 で 計算 に アプローチ できる
、



Section は 、 1 : de Nam whom。Gy の定義

設定 : M im - mfd with comers

記号 : べ (M ) : k - forms on M 全体
の なす ベクトル空間・

( KE を こ。 )

d. : べ (M ) → べ (M ) i 外微分
( kf た。 )



Def 18.1.1 : 各 k E た。
について

で (M ) i = 0

dk = 0 : べ (M ) → ぜ (M )

と おく 、



Def 18.1.2 : べ (M) に ⑦ べ (M )
とおく

、

KEZ

d :ニ ④ dk
KGを

Theorem 18.1.3 : d 2 = O ( Thin 11.3.2 の 再掲 )

特に しべ (M ) = 恵をべ
(MI
,
d ) は 余銷複体

Def 18.1.4 i H訓M ) : = H ( AM ) 、 d)

啝 (M ) ・ー げ し べ (M ) 、
d ) =
H Yak

、

k 次 de Nam whomGy



Observation 18.1.5 : 嘔MI : O if K CO or n < k

特に 帳 (M ) き 嘔 (M ) (べ(M ) = 0 )K こ 0 K > n

Example 18.1.6 :

M が 1点、 集合 ( O - mfd ) の とこ

べ (M ) E | R ( K = 0 ) d、、
= o せ k )

O ( K キ 0 ) 、

TLR H品 (M ) E { R ( k = 0 〉
O ( K も 0 )



Example 18.1.7 i Mi R ( Intel ) とする 、

このとし 1 ' (M ) E 3 th 1 fe ピ (R 」 と
ぺ (M ) E ピ ( R )

d
。
i ぺ (M ) → 1

' (MI
,
f 1→ f 'da

し de = 0 ( k も 0 ) |
更に tmdo.AM?mnnnnnr (微鯲 の基本定理 を使う )

ker d = 1定数閃 数 on R と
これより
H

'

n (M ) = べMY Im d。 こ でMhim )
E 0

H!M ) = Kerr d = 1定数閃 数 on R 4 i R



Example 18.1.8 : M = S
'

( 1 - mfd ) と する
.

S
'
=
R/を と みなす 。

ピ (RF : = 1 f e ピ(R ) | f (t t n ) = fに」 等毘 }
と おく

. E (SI )

この とき で (5) E S fcklfc.CMが 4 (= A '
(が )

ぺ (5 ) E ピ(R )を

d。 : ぺ (s ) → 1 1 (s ) .fm t.lk



更に Imd。 = IgM IgG ピ(が.gg dx = 01

Ker d = 1 定数関数4~nhhhhhrn.tk
より

Him (M ) = べ (MYmi
Yak Is"物箵緗

毗が 112

H品 ( M ) = k 後数関数 4 ER



Example 18.1.9 : M = T : S
'

× S
'

( 2次元にラス )

な i 用YZ 2 と みなす
。

ピ(M ) を? = } f e ピ(M ) | f (s,t ) = f ( いn.ttm ) {
ES

、
TER 、 M.ME Z

とおく
、

MM ) = 1 tdxndylfc.CN (MM
で (M ) = 1 gckthdylg.li e ピ (M )

で 1

ぺ (M ) = ピ ( M )を
2



d. : A
'

(M ) → 12(M ) gekthdy け (一 影 訓 andY
d
。
: ぺ(MI → 1'mi f 、→ 謳 + 韋 dy

Im di こ

lfdxndyljjtdxdyol_ennnrnnnnnnke.ch
: イ

gckthdylg.hc.MN?E=jlImdo=1gckthdyYhEC4R2)で

辛 洪 、
Sign、

に 0 }
Ker d = 1定数閃数yfdhokothhhnnnrnnnenn



特に HIM ) ERI du dy ] ER

咄(M ) も R [ ek ] あ Rldy ] E 1が

HIM ) も 4定数閃数に R



Theorem 18.1.10 :

Mi
、 M : n - mas with comers と 1

M 、 と Mz は 位相空間} として homotopic である と する
。

このとく も KE を
、

H品 (Mi ) と 慆 (M ) は ベクトル 空間う と し て 同型

( 昨年 の 清義 Section は )



Section 18 . 2 : de Rham 準 同型 と de Nam の定理

設定 : M : m-mfdw.cn

K E た。

ゴール 、 H知 (MI の 各 元 を

トピ (Mi R ) 上 の 線型汎関数
と みなし たい

.



Def 18.2.1 !

べ (M ) × V1Mi R ) → R を 以下 で定める
、

( W
,
C ) にっ 人 w

C = IG i した 、
ベ 」 ( aif R ) と 書い た と さ

i

有限和 で で→ Mi -map

T.tw人 w : = E di S
a.がいす

べ (A ) = 1! (AK )
(特に 1にば、

い た
。パ )



Bop 18.2.2 り

べ (M ) × V1Mi R ) → R は 双線型

( W
,
C ) にっ 人 w

Bop 18.2.3 ! WE A
" (M )

、

CE (Mi R ) について

W = f dw
Stokes ' theorem の 系



重要 !
Theorem 18.2.4

げ収 ( M ) × H! (MR ) → R

( 1w ]
,
[ c ] ) 1→ J

、
W

は well defined で 双線型



Theorem 18.2.4 の 証明 の アイデア :

1
"

ツwell - defined 性 について 出

⑦ も
Wi

. Wz E Ker da with Wi - Wz E Im da

t
C 、 、 GE Ker dk with a - C2 E Im dk.tl

、

( S [c 、 ] ={G ]]| Saw 、
= ( wz

以下 を 示せ ば T分 i

⑤ ① も wekerdk.EC E Im da l . f W = 0

L ② 「 WE Im de
, kcekevdk.ge W = 0

H int i Stokes ' than



Def 18.2.5

H! (M ; R ) ; = ベクトル 空間 HI (Mi R )
の (代数的 ) 双対 空間

1を選 i 本来 は
"

皓 (MR )
"

は
"

M 上 の k次ぐ一級特異己ホモロジー
"

1 と 解釈する の が 自然 ( 詳細 略 )



Def 18.2.6 : l de Nam 準同型 )

を : Hi (M ) → H
'8 (MR ) を

lw ] 1→ 玉

町長しい) : トピ (Mi R ) → R

[ C] 1→ fw
により 定める

、

Bop 18.2.7 : 玉 は well defined で 線型

Hit : Them 18.2.4



Theorem 18.2.8 ( de Nam の 定理 ) i

きど 帳 ( M ) → HI (Mi R ) は 線型 同型

Cor 18.2.9
M の 重要な位相不変量 1

dim
、出品 ( M ) C & の と そ

dim
a
H品 (M ) = dim 1を

イ

幾
R

Hit i Thru は
、
2.8.17.4.4



(再掲 ) Theorem 18.2.8 ( de Nam の 定理 ) :

きど 帳 ( M ) → HI (Mi R ) は 線型 同型

ie.DE w e べ (MI with dw = 0
、

単射性 [ W] = 0 ⇐) も C E CK (Mi R ) with dCO
,

few = O

de Nam whom logy は howlgy 探知機 として きちんと働く !

② も
C E Cc ( M ; R ) with de = 0

,

全射性 (

c.JO#twE1k(M)withdw=O./cw=ohomolyyitdeRhamaohowGyで探知 される !



Example 18.2.10 :

Mi 1 点集合 の とく

牿 (Mi R ) も 慆 (M ) も { R
( k ・-0 )

0 CK も 0 )de Rhein Ex 18.1.6

特に HK (Mi R ) t HIM ; R) も } R ( K = 0 )

O ( K も O )Thin 17.4.4 H! (MR ) は

牯 (MR ) の 双対

これは Ex 17.2.10 の 結果 と一致する
。



Example 18.2.11 :
M = T

2
= S

'
x S

'

( 2次元にラス ) と する
.

H 、 (Mi R ) を 決定 しよ う !

T
2
E TMz 2 と みなす

》 ・

・ > ・

C、

G : ニ にい が ) へ s へ

七、 : 1 、
→ 柱 で ・

( S
,
t ) H [(S

.
0 )] "

CE し た 、
が )

た : さ 、 → だ= 略 2

で○
( S
.
t ) 、→ C ( 0 , s ) ]



Claim ! H 、
1 R ) = RCC 、 ] BRICs] ER

'

Reed ( Ex 18.1.9 ) : 啝しだ : R ) = R [h ] の 風[ dy] きが

特に dim
,
H . (ポ i R ) = 2 ( Cor 18.2.9 )

まで 直接 計算 で

DC 、
= de z = O in C。 (ザ、 R ) が分のは

、

特に G.cz E Ker d 、
.

⑤ [a ] も O が 1 Cc ] も0 かつ ( C 、 ] と [G ] は 一 次独立
し in H、 しだ; R )



いま

き、(d) (幻)※ dx = 山が世 (h ) だ dx = 1

き、(物 ( しが Jah = 1 、球は楽 = 0

Tt@yI-.Oき、(岡 (いだ こ だがいい
。

き、( IVY) (いがた dy = ]いが ) で (dy ) = 1

これよ )
[a ] も O が 1 Cc ] も0 かつ ( C 、 ] と [G ] は 一 次独立

in H、 しだ; R )
が 分かる 、



de Nam の 定理 の 証明 :

B Mayer - Vietris 完 全 系列

Q de Nam whomGy の

ピー how仰り 不変性

い "

を 用い て ある 種 の 帰納 法 で 示す 、

訓 絅 は 昨年 の 講義 に ト ( 手抜き で すみません
-.- )


