
当面 の 目標

G : ニ 弘を : 有限巡回群

M : = { パ 峠
Sin 2球 ) 1 K

EZ 1 :

正 n 角形 の 頂点集合| GYM : 回転作用

この 場合 の

M 上 の フーリエ 解析 を 学ぶ
。



Section 3 : Fine dimensiond

Unity representation s 、

内容

有限 次元 ユニタリ 良児

既約 令 解

Finite G - set 上 の

regular representation s

( G
.
M) = ( 弘を

、
正 n 角形 の搬創

の 場合 の regular representation
の 既約令解



Section 3.li First dim
'

l Hitbut plc

設定 : V iafinited.it Vector spk

叶 3.1.1

写像 J : V → E が antie.lineav

※ g し avtbw )

= EJ (ひ) t IJ ( W )
F I
複素共役 (

も
a.be e )iv. well



Def 3.1.2 :

し
、 ) : V × V → E が

( Henri t i an ) Inner Product on
V

E)
def

も
ひ c

V.se
squi

-

(
w 、

v) : V → IC は Char
V
www.ひ )

hw
いい : v → e は awti Elmer

V
www.W )

Skew 一 ( ひ 、 w ) v
= ( W

,
v ) v4 複素共役

symnetricltv.wsV1

Positive ( V . V ) v ER 。 ( Eve V )

( V . V ) v こ O や ひこ 0

記号 Mi 1 ( ( ve V )



Def 3.1.3 i

(i) v を Hevm InnerProduct on V
と する 、

組 (V.l.lv ) を

t.iited.it Hilbevtsp化
と よぶ

、



Ex 3.1.4 : M を finitest と する
.

GM i= 1 f : M → e 4

M 上 の G - valuedfct 全体

は 閃数 の 和 、 スカラー 倍 につい て

世M ) - dim
' l Vector splc と なる

.

し
、
) µ : ビ ×ビ → 4 を

各 f 、
h e GM について

け、 んhi 蝱邶汭
・ 襯䗥

と 定める 、

この とき し ど
、
1

. h ) は

世 M) - did Hitbut SP化



Section 3
.
で Unity groups

設定 ! (V.li )v) :

afinited.mil Hitbut SPK

記号 i

End (V) : = 4 A : V → V 1 China 4

Def 3.2.1

i.ge End N) が unitayw.r.t.l.lv
姦 g は l.lv を 保っ

ie.lgu.geに し ひい ひこ ん

じひ、 .rs eV )



Def 」 、

2
.
2 " The

nwtaygmpollV.l.NU(V) ( V .
1
. )v)

i 二 lg e End ( V ) | g はmitayw.v.t.1.lv }

Drop 3.2.3 '

・

U (V ) は 子 像 の 合成 について

郡 を なす .

Hit :

Claim : mifairys : V → V は 全単射

単射 i し 、 ル の positionity から 従う

全射 : V が finited.in な ので

単射性 から 従う
。



Section 3
.

3 : Fine did

Unitany representations

設定 : G i
a Group

(V.l.lv ) ・

< afin.d.mil
Hideは 卯化

記 i U (V ) i the Unitany Group
of (V.l.lv )

Def 3.3.1 i

群 準 同型 f : G → UN )

を Unity G - representation
on V

と よぶ
.

言でぶ たびこせ はっ ) (ひ ) ( StG )ひ E V

し G もVie は unitsy G - upon V
"

( 記号 の 乱用 )



Ex 3.3.2 t.ME た 、ifix.ci弘を

こ) [ k t.lk t を 4

V = G
と する

、

(i) : Q × Q → G

に
、 、 かけ ていた

この とえ 各 l E Z について

G : 弘を → 。 ( e)
4 U

( KJ
n
H 4 ( 1 k h ) i ¢ → 4

Z 1→ e
た 事 に 1

z

は Unity 初 一

rep on G を 定める
、



Ex 3.3.3

設定 : G : a t.it。 gmp
( M

.
4 ) iafim.to G - set

記3 : (M
.
l . h ) : the H.lb.pk

often on M

( d Ex 3.1.4 )

U (d) : the Unity Group of

( ビ
、
( im )



各 g EG 、
各 fc.CM について

g.fi M → G
. p 1→ f 15と p )

と おく 。

この とき

G : G → U (ビ )

g 1→ fy (g).、 GM → GM

f 、→ J
・ f

は unitayG-rep.com ビ を 定める 、

この fy を

the regular G - representation for ( M . 4 )

( 正則表現 )

と よぶ
.



Section 3
.
4 : Subrepresentations

設定 : G :

agrwp

IV. し 、H :

afinitedindtlilbevtsplefiaunitaryG-rep.cn V
Def 3.4.1 : W : a subsp of V .

W が G - stable

T
www.VJEG.giwew

Bop 3.4.2 : W : a G - stable subsp of V.

ll w : G → U ( W ) は

g 、→ eはり w

Unity G -

rep .
on W を 定める 、



叶 3.4.3 : f が irreduc.be

←」 G - stable subsp of V
det

が V or { 04 に 限る 、

Observation
3.4.4 : 1 - dimUnity G - rep は

irredncil.de

Ex 3.4.5 i Ex 3.3.2 の

Unity で仙 - ry.tl は irred .

E× 3.4.6 i Ex 3.3.3 の

regular rep.it#M?2 なら

irred
.

で は ない 、

① ? Constant f its on M と

し は G - stable だが 304 でも ビ
でも ない 、



Section 3
.
5 : Direct sum deCompositions

設定 : G

iagmp.viafinitediiltlilbertsplq.fi
amitaryG.vep . on V .

N"
xn

: afinitefami.ly of

non-wo Q - subsp of V .

Def 3.5.1 :

1に 4.uaが V の orthgond direct sum
de composition

(直交直和令解 )
←) i ) が

、
入2 t A with Xi も 入2

def に
、
t Vn in V

ii) V = ⑦に
も 直交

化さ

けにi.e. も ひ EV
、

ゴ
(ひ

が1 が1
ひこ [ひ×

XE1



{ Khan が orthgonddirectsnmdeap.tv
とする

、

Def 3.5.2 :
各 入 EA について K が G - stable

で ある とき
、

。一、 または 単に すいが1
1 だ = His 1 を

orthgond direct sum decomposition
of e

と 呼ぶ
。

特 に 各 入 EA について

G が imduc i He の とき

イ G : = ll、 1 を
。一 または 単に こ に約

を

irreducibled.composition of l

と 呼ぶ



Thin 3.5.3 : 任意 の fiwfe did Unity rep
について 、

irred.decomp は 存在する 、

Lemma 3.5.4 : G - stable subsp の

直交補空間 は G . stable
.

Proof of Them 3.5.3 :

Lemma 3.5.4 を 使って

次元 について の 帰納法 囮



Demokihd.deap は

一意 と は 限ら ない

Def 3.5.5 ! Inds deany が 一意 となる

mitay rep . を multiplicity.free
と いう

.

(無重複 )
し "重複度" の概念 を 役 で 導入 する )

Theorem 3.5.6 :

Finitedidmitaryrep.la V について

以下 の 二 条件 は 同値
(I) C は mltiplicity.free
④
(ii) VK.lk : induced G - stable

Sub Spacesin V

V 、 L V2 or V 、
= V2

.



Ex 3.5.7 :

G := ha = 1 1 kJ 、 1 kt を }

始 )
、

(d) ) v に aEt bdi

V " こ せ

、 dc.de G)

川湉 ) : = (品 ) 1k£で a.が4)

として

Unity をz - rep.com ピ を定める
。

この とき V1 : = 1 1 9 ) lac ¢4 ce
に、

ここ 119。 ) 1 DEG 4

と する と どら ら も G - stable で あり 、

し た 、 f 、 と は ( airred.deCorp .

この f は multipkity.free .



Ex 3.5.8 :

Ex 3.5.7 の 設定で

[ KJ
、 i (台 ) : = しな ) し KEZ.a.bee )

として

unitayhz.rep.com E
を定め d. ( つまり で 初 → U(E ) )

g Hide

このとき T は multiplicify.free ではない
。

Hit : V 、
÷ 1 (9) la E El

vi) し別 lb E41
W

、
:こく しな ) lac 4 と

Wz : こ し (号 ) lb EK {



Ex 3.5.9 : n E をこ 1

G : ニ 弘 z = 3 1 1は 1 KE を 1

M : = { パ 峠
Sin 2球 ) 1 K

EZ 1 :

正 n 角形 の 頂点集合

G
を Mi Ex 2.2.5 で定義 した もの

とする
、

ゴール ?

G ! the regular G -

rep.cn ビ

の irred.deap を 与える !



各 l E Z について

Ve : = 1 f : M → a |

f |
COS 2を 無
sin み粉 こ どうな fパ 改部Sin 2で 云

for
any

k EZ

と お c
.

Thin 3.5.9 :

① 各 l E Z について dim Ve = 1

かつ Ve は G - stable
.

② う V14た 。
.
. .m

は ビ の

orthyand direct sum
deany .( Ve = Vine )

特に うしで Ch 4em は

Ce の irred.decomp .



Thin 3.5.10 :

k は mdtipilcity.fme.

( 後 で 一般論 を 用い て 示す )

Remarks.

Fine homgene.us G - set ( M
.
4 )

の regular G - rep.lu は

mdtiplicity.tw と は 限らない
。

後で
G が multiplicity.free と なる ため の

( M
,
4 ) について の T 令条件 を 紹介 する

.


