
Section 2 : R 代数

意義 : 微令論
"

を 代数的 に捉える

ため の 言葉 の 準備

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化

Section 2 R 代数 ⑧
3 ピ級関数
4 方向微分

5 写像 の 微分



内容 ・ R代数 の 定義
。 関数 の なす R 代数

・ 線型作用素 の なす R 代数

・ R 代数 の 各種 性質



Section2.li/1て 代数 の定義 と 例

一時2.1.11 双線型口趣
vi. V2

、
W を 実ベクトル空間 と する 、

写像 F : V
.
× Vs → W が 双線型

d F は 第一 、
第 二 変数それぞれ に ついて 線型

ii. ① 「
be に

、

F
b
: V, → W

,

a 1→ F (ab ) が線型i
② t a EV 、 . Fi に→ W , b 1→ F (ab)が線型



叶 2.1.2 し 皮 代数 )
ーー

V を 実 ベクトル 空間 と する
、

V 上 の 二項演算 (積 と 呼ぶ )

V × V → V
.

(a , b ) ↳ a ・ b

を fix.f. ) が 用 代数

d が が 双線型

-

た× 2
一、

. 1 . 3 B は 通常 の 積 について R代数
、



この 講義 で は 以下 の 形 の ベクトル 空間 が よく 現れる
.

S を 集合
、

W を 実 ベクトル 空間 と する
、

S から W へ の 写像 ( W値閃数)全体 の集合 を

WS 、 = { f : S → W { と 書く
。

P.pz.tt : WS は 以下 の 関数の和 、 関数の スカラー 倍 にみ
thhhm nrrrnnn

実 ベクトル 空間 と なる :

和 : 各 fg EWS に ついて た g : S → W
,
x 1→ 扒 ) +9 に)

F7
W の和WS の 和

が倍 :別w、
水中 に っい H : s → w

、

っ ふた 」
↑-

WS の スカラー 信 PINのスカラー倍



⑧関数の和 、 関数 の スカラー 倍 の 定義 について の 注意
重要 !

「
何 が

"

入や
"

で 何 が
"

出力
"

か ?
」

を 意識する
.

even- error

入 や 出力

5 上 の ん値関数 5 の 元 ル の 元一閃数の 和て↑か濉噭 |sてこの 順、閃数

関数のスカラー 倍 5 上が値関数 と 風の元 多 5 上 の 川直閃姜或
これ自体が 入や と 出力 を

持って いる



1選 ・ S = 0 の とく は が こ 1 0 1 と 考え て よい
。

○ WS は
"

W の 5 回 直積 "

と 呼ぶべき もの である

が ここ で は 深入り しない

。 W が 有限 次元 .
S が 有限集合 の とき

dim WS = dim W × # S| かい講義 で は

dim W
,
S の 有限性 は 仮定 し ない

.



R代数 の 重要例 を の I :

EX2.at ( 関数の なす 代数 )

S を 集合 と する
.

S 上 の 定数値関数 の なす ベクトル空間

RS : = 3 f : S → R {

| は 以下 の 爀 ごと の 積 "

が" 代数"

手員 : 各 f.ge RS について

f. g : S → R , x ↳ たがg に)
も
N の 積

物の積

、



もう 一つ 重要 な 例 を 紹介 する
。

以下 は その 準備 i

阿。 2
一、

、 1 . 6 : V
.
W を 実ベクトル 空間こ と する

。

この とき 線型 写像 の 集合

L ( V, W ) - 1 3 : V → W 13 は 線型 としは W ( Bp 2.4 の 意味 で 実ベクトル割間 とみなす )

の 線型 部令 空間



R 代数 の 重要例 その 2 :

辰 1.7 ( 線型 作用素 の なす 用 代数 )

V を 実 ベクトル 空間 と する
.

End ( V ) に 2 (V , V ) と おく 。

End ( V ) の 元 を V 上 の 線型 作用素 と 呼ぶ
、dam は 子像 の翎 に

つい て R 代数 と なる
、

section2.IO



Section2.2.CI?R1代数
、

13代数えぼ
1対処八部令 用 代数 )

一心・ ) を R 代数
.

W を V の 線型 部令空間
と する

。

W が ( V. ・ ) の 部分 R 代数し d W は が にが て 閉じる 、

( i.e.lt a.be W.a.be W )

Bop 2.2.2 : 部令 R 代数 は R 代数
-



1ミ×2.22.23 : S を 位相空間 と する
.

C ( S ) - If : S → R 1 f は 連続 4

( RS

| は w し た が 。 意味 で 帆数 ) の

部に R 代数
、

1
特に C ( S ) は R 代数

.



Drop 2.2.4 :
一心 ・ ) を R 代数 と し 、

4 Mle を V の 部分 R代数 の 族 とする
。人 の とき AM は V の 部分 用 代数



巨× 2 .
2

一、

5 S を 位相 空間 と する
。

各 f e W について

MP f : 二 txeso
- S における

閉包
C S

とおく
.

この とこ す f e W 1 suppf は Compact 1 は

W の 部令 R 代数

特 に Cc (S ) : = C (S ) n If aWI sppf は Compact1|
はが ば がっ 部分 用 代数



Def 2.2.6 ( R代数 準 同型 : AG km
"

と 書く )

Ti R代数 と する 。

線型写像 Y : V → W が R代数準同型
R - G . him|縛 ra.be V

.
4 (qb ) = 4 (a) w 4(b)

も も
V で の 積 W での 積



EX.2i_2.IS : 集合
、 p ES と する

.

evp : W → R
,
f は f ( p )

F P
Ex 2.1.5 Ex 2.1.3が . ..



EX_22.es S . . S を それぞれ位相空間
"

Y : S → S を 連続写像 と する
。

この とき
。
4 による 引き戻し

ど : C (S ) → C (S ) 、
f ↳ f 。 4|は Ray

wm.edu?2
終○



Section 2 .

3 : R代数 の 各種 性質
IV. ・ 3:11て 代

と-

Def 2.3.1
def

5、ル ・ ) が 結合的 a. ( b . c ) ン (a . b ) - e

( ta.b.ca V)

• (V. ・ ) が 単位的 d 単位元 が存在
num

(
"

a . 1に Na = a (どけ
)と なる 孔 E V の こと

wが璇 y www.



Bop 2.3.2 に 結合 性 、 可換性 は 部分 R代数 に遺伝 する
。

-

"

単位的 で ある という けし質 "

は遺伝 する と はし 限ら ない

1三×2in : S を 位相空間 とする
.

RS は 結合的 、 可換 、

単位的
U ↓1 I

CCS ) は 結合 的 、
可換

、
単位的

U ↓ ↓| as , は 結合的
、
可換

、

Cc (S) が 単位的 ⇔ S が Compact



巨×2.3-a
End ( V ) ( Ex 2.1.7 の 意味 で R代数 ) は

結合的 かっ 単位 的
、| また 可換 ⇔ dim V ≤ 1
.



Ext : ( V. ・ ) を 結合的 R代数 と する
.

V 上 の 二 項演算 [
、 J ( brackt 積 ) を

[ a .
b ] に a b - b - a ( a.be V )

と 定める 。

この とき ( V , E , J ) は R 代数
。𨥉川加 塚は

結合的 で も 単位的 でも 可換 で も ない
.

( Lie 代数 と 呼ばれる もの に なる )

sectionz.JO


