
Section 3 : 多 変数 ピ級関数
意義 : 級関数 の なす 用代数

"

を 定義 する
、

この 代数 の 言葉 で 好 変数の 微分倫 を 書き直す
の が 当面 の 目標

。

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化

し
""" 代数

3 ピ級関数 ⑧
4 方向微分

5 写像 の 微分



内容 ・ ユークリッド 空間 の 開集合 上 の

ピ 級関数 の定義

・ ピ 級関数 の 各種構成

Q ピ 級関数 の なす R代数

・ 芽 と 茎 試験範囲 外の



sect.im?l: ピ級関数 の定義

一言
_

大足 : n E Z≥ 。

L U c 11で : 1開集合
n = 0 の とき

( W は 一 点集合 な ので あまり 面白く ない 。

以下 n ≥ 1 を 想定 し て 構わない )
言堊

、 、

、 、

、
en : 1か の 標準基底



U 上 の 級関数 の定義 を 復習 する
、

叶 3
,

一、

1 . 1 : f : U → R が U ± ピ 級

し d f は U 上 連続

叫 」
、

一、

に i ke た、
と する

.

f : U → R が U 上 で級
d U = 0 または U も 0 で 以下 が 成り立つ :

各 I = 1 , . . . n について "
の 和麒駿gf↳ あ、、

: U → R
, p ↳

bm ftp.fileihp )
ん→0

が well - defined で あり
、 更に U 上 で級

(帰納的定義 )



Rap 3.1.3 : 級 ⇒ じ 級 ( も ke た 、 )
-

Remarks これ は K : 1 の 場合 が 本質的
ビ級 ⇒ 全微分 可能 ⇒ ピ級

nm

すごい こと を 言って いるし 解析 の 講義 を 復習 し て 欲しい

叶
ー

、

じ
4 : f : U → R が U 上 級

姦 も KE た。 、
f は U 上 級



Bop 3.1.5 : U 和 V私用
"

と する 。

UK = 0
,
1
,

. .

. N
,

t f : V → R : CK級

北 : U → R
, u ↳ 払 ) は 級

section3.IG.ES



Section3.21.CC/関数の 各種 刃-

Drop 3.2.1 ! n 変数 多項式 関数 は 1が 上 級
-

Input : X ER と する
。

R。
→ R

,

x で

は R 。
上 ピ 級1.

この 関数 の定義 は まったく 自明 で ない 事 に 注意
。



阿3.2-a3 : U c 11で
、
V c R と し

、

Open Open

g : U → P
,
h : V → R : 級問、数とする

。

この とき

f : = hg : Unj
'

( V ) → R は
-

11での Open setiii) ± ピ級



Exj.IR/_U:=lxE1が | もがく 1 4 CR
"

と する
、

に 1

[の とき f : U → R
,
x ,→ j ,識

( Open
bed)

に 1

は U 上 ピ 級

Proof :

g : U → R
,

x ↳ 1 - II は

多項式 関数 なので ピー 級 に Bop 3.2.1 )

また h : R
。
→ R

,

t E = で は ピー 級 に Bop 3.2.2 )
U とg の 定義 から ( 113。 ) = 0 に 注意 する といしg g 。 → an の樋 は a皦

ll

Un j (M )
に Bop 3.2.3 )



た て 、
5

l : R → R ,
x ↳ {

( if a > o )

O ( if x ≤ 0 )[は 中上 ピ 級

でっし )

※-ごて-_--_-ーー〉っ(

べったり ゼロ
こてんこてん

Remak : ピ ・ 級で あっ て も テイラー展開可能 と は 限ら ない
.

一、



次 の 定理 は Section 3
.4 で 用いる

、

Theorem3.2.by?nEた。 , PE 1が
、 0 くに くに と する

.

このとき 級関数 b '

- R
"
→ R で あっ て

以下 を 満たす もの が存在する
.

(i) b しか ) = 1 Yx E 1が with 11 x - p 11 : 部が承
≤

r.suppb は|
⇔ m 。 yp 咄 収州 m 附

一、

てんか け、 Ex 2.2.5

し Remark : 4 上 の 正則関数 ち が inppt は Compact
"

を 満たす なら )f ミ 0 ( Lionde の 定理 ) (複素解析 で習う )



M = 1
, p = 0 , r、 こ 1、 に = 2 の 場合 の イメージ

へ Y

Y = b (x )

ii.;
I

、

i
。武一八

- 2 - 1 1 2



Im 3.2.6 の 証明 の Hit !
-

Reed : l : R → R
,

t 1
( to )

( t )

は R 上 一 級 ( Ex 3.2.5 )|心 → a ⇔
い灬川
、

41に州 -n ) + f ( E - 1に一門 )

と おけ ば OK
、

-

Sect.im?.2 終の



Section3.31.CO/関数 の なす 用代数
一一

設定 : n E を ≥。

U c が : 開集合

記号 : C(U ) ! U 上 の IR値連続関数全体の

なす R 代数
( cf.EX.2.IO )



以下 の 様 に 記号 を 定める 。

Def 3.3.1 i

I)に h f : U → R 1 f は CK級と C CN)

( kc た。 )[ピ(U ) - 1 f : U → R 1 f は C・級に 急ぐ(U ) < CN )



重要0Twem_3.3.LI?tkEZzo.
した( U ) は CN ) の 部分 R 代数

( 証明 の 要点 を すぐ後 で述べる )

Car 3.3.3 : ピ(U ) は C(U ) の 部分 R代数
Tt持 に ( U ) は R代数

。

(
ピル ) = かぐ (U )

、 )KO

Thru 3
.
3、
2
, Bop 2.2.4 and 2.2.2



T.ms?.2 の 証明連に 以下の 命題 を 用い て

K についての 帰納法で示す
。

阿っ
ーー

3.3.4 : K 2 l
,
Eli in と し

、

t.ge じ (U ) 、
入 ER と する

。

この とき 謀が 剕
、

"器 は U 上 well-defined
で

以下 の 等式 が成り立っ i ほり がの 元 )

答 = 新義I 発! = 入渚
孨 ( fg ) = 菉、 g + f 、 意
(ライプニッツ則 ) ↑ 岡

C ( U ) における 積



Gr 3.3.3 と Bop 3.3.4 から 次も 得 られる
、

Rpj.J.tn : k = 1i . N とする
、
各 i = l.in について

言( i : じ ( U ) → c v)
,
f ,→ 詩 (ただし K =N

の とき は
K - 1 ÷ N

| 線型 が 以下 の 所球側 を 満たす "㗅

孨 ( fg ) = 菉、 g + f 、 変。 じ t.ge ビル ) )
↑
じ ( U ) における 積



以下 の 点 は 注意 が必要

Rpj.J.gl ! n ≥ 1 と し 、 U キ ∅ と する 、

このとき ピ (U ) は 実 ベクトル 空間で と し て 無限改元し ( 有限基底 は 存在 しない )
証明 のア
_

位?だ
眺体 のつもり

か、 : U → R
、

っに しがたい→ っいと おくじ欛齊賛なりbold体 の 記号 で
任意 の N E M について

「
かい 、 一、 か! e (U ) は 一 次独立」 を 示せ ば 1分
thhhthnenen nrrn

多項式 ( け、 Drop3.2.1 ) 確認せる1 線駲鷴えい𤰖竌が ぼな

Section3.3.IO



Sectionが 芽 と 基
一一

試験範囲外の
設定 : ne を ≥。

Question : 0 も U
'

。私 U 私 1が とする
、

ピ(じ ) と ピ(U ) の 関係 は ?

Answer : ピ (U ) から しじ ) へ の 自然 な

R 代数 準 同型 が ある
。

これは 一般に は 単射 で も 全射 でも ない

く か じ 局所的 に は 同型 である
"



U c 1が : 空 で ない 開 集合
PE U と する

.

叶3.42.12 : ピ (U ) 上 の 二 項関係 ペ を

各 f.ge ( U ) に対して

ヨ
V :

p の 開近傍 in U
f ~は 民 がし 北 二 st

と定める 。

Bop 3.4.2 : ~
p

は ピ(U ) 上 の 同値関係
-



y に )

! !!
'

ル
'

to※弐っし つし

て
p

の 意味 : P の まわり で 同じ



Def 3.4.3 各 f E (U ) について f の ~
p
による

H Jp -_-- 1 ge (U ) | fnpg { c ピル)[ 時臂率
の p における 芽 卵 ) と 呼ぶ

と定めd.



Theorem_3.4.ie 商集合 Cf (U) : = ピ(U )に p
に は

商写像 ピ (U ) → G (U ) が 用代数準同型
と なる よう な R 代数 の 構造が 一意 に定まる
.ie

、

和 [f]
p
+ GJp = [ ftp.p

し t.ge (U )
スカラー 倍 入 [f Jp = [HJp 入 E R )
積 [ftp.T.g Jp = [ fgJp|
蜊 ± e蚱ば 帆数艦噺な



ピ(U) において p の まわり の )Def 3.4.5 : R 代数 CF ( U ) を し 局所的 な様子 を み て いる
。

-

し ( U ) の p における 茎 (StarK ) と 呼ぶ

Remark : よく 勉強 し て いる 人 向け 注意
-

この 講義 で は
"層 "

の 概念 は

( 定義 が 大変 な ので ) 表 に 出さ ない
。

上記 stalk の 定義 は

い

級関数 の層 の p における Star K
"

と 結果 的 に 同じ もの と みなせる、
この 節 の 後半 も 見る

。



阿。 3 .
一、

4.0 各 I = 1
,

-

、
n について

(U ) 上 の 線型作用素 意 ( cf 、

Prop3.3.5)
は ピ

、っ
(U ) 上 の 線型作用素 を 誘導 する 。人心 ww ) → はい 、

→ 1割
p )は well - defined で

、 線型 写像

阿3.4.it n こし と する
、

し この とき CI (U ) は ベクトル 空間 として 無限 欠礼

( Hit i 多項式 関数 を 考える )



以下
、
U
'
c U c 1が : 空 で ない 尾間集合 と す

t.PT?.4.8に

_

し制限 rest! : ピ(U ) → しじ )
、
f 1→ Hui

は well - defined で あり 、

R 代数 準 同型

し け 。

Ex 2.2.8 と 関係 あり )Pwp 3.1.5



」。 3 . 4 .と9 : rest Y 、
: ピ(U) →ピ(じ) は 単射 と は 限ら ない

し 全射 と も 限ら ない

興さ こ R
,
U
'

= ( -0,0 ) と する
.

U 上 の ゼロ 1素間数 U と EX 3.2.5 の f を 考える
。

| この とき O。 ≠ l on U だが

(Ou ) 、
= 比 ン ゼロ 閃数 on U

'

原点 を 気に しなく

例② : U : W
,
U
'
= が 4 (O.O) 4 と する

. も よい

し g : じ→ 中
、
x 川燕 と おく と g e ピルリ

し

ー

かし
い

fe au ) で あって flo = g
"

と なる ft ピル )
は 存在 し ない

。
(原点 で 級 に 作れ ない )



rest f . は 局所 的 に は 同型である 、

eorem3.4.ICO.pe U ' ( U ) と する
、

rest f : ピ ( U ) → ピ (じ) は

CP (U ) から ( U ' ) へ の R 代数 同型 を

誘導 する
、

心
(U ) → はしじ ) 、

If Jp 1→ [ flo ]
p

は well-defined
、
R代数準同型

、

全単射
|
_

、特に 全射 性 は 簡単 で ない )



な 3.4.10 : 全射性 の 証明
一一

の概略
ーー

任意 に g E ピ(じ) を とる 一

⑦ ヨ ft ピ (U ) s.f.tlv79
し 示すべき 事 )

P の r 開近傍| 定数 " を なが" が"が "
CU' と なる よう に とる

、

( U ' は Open
in が なので )この ような r> 0 が存在

r 、
ン が 、 な こ jr と し て

定理 3.2.6 の b E (が ) を とる
、



かも○こで f : U → R
, x |

かも) JH ) ( if x e U ' )

O ( if x 4 U
'

)
と定める 、

" 北" が 確認 できる
'

n = 1 の 場合 の イメージ f は p の まわり で

「

すぐ 外で べったり O槌に潮斌÷:
b は p のまわり で べったり I

すぐ外 で べったり O



だ!〇 f e ピ(U ) について

扎、
~

p g を 示せ ば るい 、しけ の 定義 打

Ujr ( p ) 上 で f と g は 等しい
CU

'

これ より 北 T。 9 岡



pc.TN を 固定 し た とき

"

C!U ) は p の 開近傍 U の とり方 に 依らない
"

つまり 以下 が 成り立つ :

U.lk を P の 開近傍 と し た とき

( U ) 二) ( Un U ) E ( Uz)
restis rest品

により 、 GNU 、 ) と CF ( 02) は 自然 に 同型
、

Section3.45.AT


