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Section 12.1 : 射影 空間 と その 位相

設定 : ne を≥。

線型
Def 12.1.1 :

RP
"
: ニ Ile 1が 1 l は 1が「

の 1 次 部分空間 1
とおく

、

射影空間



イメージ へ

(ml ) l

>



の が に 位相 を 定め たい 、

1が、 10 1 を 1が" の 部分 空間 (位相 は 相対位相 ) と みなす
。

Prop
12.1.2 i で 1が 、 10 4 → 1が

x 1→ R × i = } n ( rER 4 c 1で

は 写像 として well- defined で 全射

叶 12.1.3 : RP
"
に がた 04 の 商 として の 商位相 を定め て

位相空間 とみなす
、

( i.e . 0 c 1が が Open だ(O ) c 1がいい が Open )
def



Bop 12.1.4 : W < 1が" i 線型 部分空間 と する 。

この とえ

Open
Ow : = ll ERP

"

( l 4 W と C 11が

Proof : ⑦ デ ( Our )前 颸 01

で( Ow ) : = が 1がし 041 Rx ¢ W 4

= 1 x e 1が、 041 x e W 4

= 1が、 w c がいい。 1

Open

W c 1がに 線型 部分空間 は closed



Thm 12.1.5 : RP
"

は コンパクト ハウスドルフ 位相空間 、

nrmun

△-
ハウスドルフ性 は 商位相

この 命題 は 自明 で は ない
。

に 遺伝 する と は 限ら ない

Hint と なる 命是 12.3黴に いくつ やし 挙げて おく 、

(試験範国外 )



Section に
、
2 : 射影 空 脂は 上 の 0th

設定 : ne を≥。

○ RP
"
に ピー atlas を 定めだ

記号 : で R
" '

ヽ 04 → が

つ( 1-3 (x ) = [ x、
i た i - i がい ]
i、

RI

Remarks. x
. Y E が

"
・ 04 について

k、 i
-_- : xn ] = [ Y 、

i - i といい ]

⇔ 司 入 t 1が R 、01st 、
つに 入り 、



Than (2.2.1 : 各 i = 1
, い、 ml について Wi - 1 x E 1が" 1つ( i = 0 と CR"' と し

、

c がOi に OWi
Open

U i : = 1が
← つ( i を スキップ する

。

つ(i

Ni : Oi → U i , [x ] 1→ ※ いい
.
. . t.im )

11

※ し た 、
い つにい つ(ini

・ 強い ) E 1が

(KEで(Oi ))
と おく と ( Oi

,

U i
, Mi ) E LC ( 1が i が )

( H int : (4 に U i → Oi
,
U = (u 、 、

- un ) ↳ [U 、 いひだい ひが : Un ] 丿
well - defined 性 に 注意



M = 1 の 場合 の イメージ

Ui
用

へた

O 、
D (Y]

W
、※璙

。

1



7hm 12.2.2 i

A。
i = 1 ( Oi , Oi , Yi ) l i = 1 , - i 、

ml と

E Eatk」 ( 1が i が)

特に ( 1 1が i [ f。 ] ) は - n -mfd 、

Rd Rげ の ハウスドルフ 性 は Thm 12.1.5
、

-

A 。 が - atks で ある こと を 示せ ば るい
、

ntl

⑦DU Oi > Pが
i - 1

② A 。 内 の 座標変換 は ピ級写像



ntl

① について (DU Oi > Rが )
に 1

|
いが そ い

、

⑦ ヨ
i = 1

,

. .

.

ml
,
l E Oi

( x ] = l と なる x E 1が" ・ 0 4 が とれる ので とる ( Drop 12.1.2 )

(品い)
つに O るり でも O と なる に し 、

・・

、 川 が とれる のでとる 、

⑦ l e Oi に Wi ie.la/Wi:=1YE1が 1 どこ 01

いま でも o より x 4 Wi .

従って l 4 Wi
.

①証明 終○
も



2○ について
1 ≤ i j ≤ ml と する 。

( Oi
,
U i . mi ) から ( G . Y . aj ) へ の 座標変換を 簡単 の ため

T
ij

: Mi ( 0in Oj ) → mj (Oi 。 Oj ) と 書く
。

" "

1 ne 1が 1 Uj 、 も 04 1 ve が 1 Vi ≠ 0 と
U U

U 1一つ 彧 (mi . Un 、
1

、 Uii. な2
, Uj 、

ー ー

、 Un )
Ijl

T ij は 級

( ほぼ 同様 に な も a 級 )

②証明終○
図



級股) 数 の 例 も 挙げ て おく ie.fr E 1が
.
txt が知と

Th 12.2.3 i ke た。
と する

.

。_

た いつい こみ杉 」。
f. た i 1がい。 1 → R を 斉 k 次 級問こ 数 と し 、

mu

た は 1が、 40と 上 零点 を 持た ない と する 。

この とき

f.、 風が → R
,
l ニ に ] ↳ たいいっ
いがい。
ド

は well -defined であり
f e ピ ( 1が i (AJ )

.



Ex 12.2.4 :

t 和次

fi 1が → R
.
1がだ な ] ↳ ihzct

は well - defined で

f e ピ 2:11。 3 )



Proof of Thin 12.2.3 :

まず f の well - defined 性 を 示そ う
、

T.iiiiiiii.ci
⑤ 、いい七、

、

"
(

七
e R )

たいい た ( 4 )

(x ) = (YJ d
'

1 入 EN で x = 入 Y と なる もの が とれる のでとる
。

いま お た は 斉 k 次 な ので

入 f、 (Y )幾、
一
- 幾炉 で麓に 刑

これで f . well - defined 性 が 示された
。



EEIEC.nl/IEER を 示そ う
.

Thm 8.2.3 より 以下 を 示せ ば T 令
。

⑤ に1.int 1、 払
.
.
E (vi)

V に 1
、

・・

、 川 を とる
、

⑤ t.ie ピ (Oi )

応 : U i → R
(1

1が U

U

u ,→ f (だ(u) ) = f (Hi - i Hail ini :
ー : un J )

=
.fm/.Ui-_l.l._Uii.Un)

-_-

た(U 、
i
-

Un 、
1
,
Mi

, 、
Un )

これは ピ級 (調略 ) 国



Section 12
.
3 : Pro

p
12.1.5 について 試験範囲外

Thm 12.1.5 (再掲 ) : RP " は コンパクト ハウスドルフ 位相空間で 、

nrmum

Hit と なる 命題 を いくつ か 挙げ て おく 、

コンパクト 性 について の Hit
△-

コンパクト

Prop 12.3.1
: S

"
- 1 x e 1が 111川に 1 1 c 1が 4

に ついて

たば ) = RP"



ハウスドルフ 性 について の Hit :

Prop 12.3.2
X を 位相空間' , Y を 集合

、

TI : X → Y を 全身 と し
、

Y に 商 位相 を 入れる 。

また で X → Y が 開持像 で ある と する 、

この とき 次 の 2条件 は 同値

(i) Y は ハウスドル )

(I) 1 (っい、た ) E X × X | たしか ) = T (た ) と

は X × X の 閉集合
nrn

直積位相



Len 12.3.3 : で 1がいい → RP
"

は 1発1写像

Lam 12.3.4 た : 11でしし01 → RP
"

について

1 ( x . . 加 ) E (1が山)
× (がり 0 と ) し

た ( つい ) = たしつ( 2 ) |

は ( 1が
"州 ) × ( が

"
、 04 )

の 閉集合
.


