
Section 13 i 接 空間

G mfd の 各 点 において 接空間さ を定義 する
。

PartI i 多様 体 上 の 微分論

Section 13 : 接空間こ

Section 14 : 級子像

Section 15 i 写像 の 微分

Section 16 i 正則部分 多様体

Section 17 : ベクトル 場 と その flow し 試験範囲外 )



Section 13.1 : 接空間 の 定義

設定 : n E を20

M = (M , A ) : ピ - n 、 mfd
m

以降 省略する こと が 多い
p EM

記号 :

ピ (M ) = ピ (Mi1) に If ECM ) け は A に 級 4

以降省略する こと が 多い 、

も
R代数 ( i Than 8.3.2 )



叶 13.1.1

TM - IJ : ピ (M ) → R 1 J
は 線型

、

p
(t.gl = 7け) g しが ftp.jlg ) |

M の p における tf.ge CN M )

接空間 J は p における ライプニッツ 則 を 満たす

Tp M の 元 を
"

M の p における 接 ベクトル
"

という
,

Bop 13.1.2 t.IM は 人心(M ) 、
中 ) の 線型部分空間

。



Section 13
.

2 : 座標基底

設定 : n E を20

M = (M , A ) : ピ - n 、 mfd

p EM

( 0
,
U
,
u ) EA with PE 0



Def 13.2.1 i 各 i z l
,

i

,
n について し た E ピ (U ) )

(意} : ピ (M ) → R
,
f は 蛮

、
.

(邶)

renren.vn

記号 の 乱用
/? = lm た (邶) the i ) -雄門

mo h

地図 ( 0 , U , a ) 上 で とおく
、

( e , . . en は
第 i 偏微分 がの標顎底 )

( iHi - M )Bop 13.2.2 i (品 } E TpM

Th 13.2.3 : 3品 } と 、で、
n

は TM の 基底
。

証明 は 試験範囲外 TM の ( 0 .0m ) について の 座標熱
(Section D .4 ) も 独自 用語



追加スライド

w 13.2.4 : dim TM =

Ion がだ



Ex 13.2.5 i 球歌詞 が
( 気持ち )

et

驫



Section は 座標基底 の 基底 変換

設定 : n E を20

M = (M , A ) : ピ - n 、 mfd

p EM

( 0
,
U
,
u )
EA with PE On d

( O
'

,
V
, V)

OP が of R
"

Reed i To : a ( On 0 ) → び (on d ) i ピ級
と

邶 )



Thin 13.3.1 : (証明 は 試験範剛一 : Section 13.7 へ )

Jacob i 行列 した。知、
一 (

る學邶ヅ
"炒

ij =1.in

は TM の 基底

から 1時灼が、
n

へ の 変換行列1 (意 )pliでい

た J = TM が J = I a (訓 馮叭訓 し たが 町

と書いた とき

は晥悠) = 閩



図式

が
駒"で馴

取っ
したが袽 ↓ 蹐が

、

(訓
1が



Ex 13.3.2 : CN - 2 . mfd 5 = (S? H。 J ) ( Ex 10.2.4 )

について

p こ た ( 1.1.1 ) E 5 と し

(0 ,0 .u ) = ( Oi , Oi , I )

(O
'

.
V

.
で ) = ( だ 、

UI 、

ei )
E A 。 ( EX 7.3.2 ) を 考える と

PE On O
'

、

Tp5 の 基底
という品州 にい2.x

と 1釣に1.* が とれる .



Tau : a (OnO
'

) → び (On O
'

)
に "

{ VERY Hull < 1
.
りつ 0 1

{UE しかし MIKI 、
U 、 > 0 と

U
と

u ( J 1 -𦥯、
m )

に 注意 する と

4 (p )
= j ( 1

,
1 ) E を (On O

'

)

しちび、袽 こ じ Y |0



& J =

2品} t (品)p E TpM を

《京州にに の 1 次結合で書く と ?

E (ii)に ) = H ) と なる の で ない州

g.、 堀が訓



Section 13
.
4 : 接 ベクトル の 局所性 試験範国外

設定 : n E を20

M = (M , A ) : ピ - n 、 mfd

p EM

Thm 13.4.1

JE TM と し 、
たた E ピ (M ) を

"

p f
ヨ
R c M st . f、h = た ド と なる もの と する .

0が
( p の まわり で 等しい )

この とく ) した ) = J (た )



Proof of Thin 13.4.1 :

g - f 、 ー た E ピ (M ) と おく
、

⑦ J (g)
= o

PER 私 M で 9 に 三 O と なる もの が とれる ので とる
。

I.た の 設定より )

h : R → R , x 1→ I と する と h f ピは )
.

Than 10.4.1 より be (M ) .PE Rp私R.PE賑災 であっ て

b (x ) = l if x ERp

| Dp CR かつ b (x ) = O if x 4 Dp

となる ものが とれる ので とる
、



4 : M → R
,
x 1→ 1 - b (x ) E ピ (M ) とおく

。

4 ( p ) = 0 と 4 (x ) = l if x 4 R に 注意

! ER の とき特に g ・ 4 こ g on M
. しg. 4 ) (x ) = g (八). 4 (x ) = 0で ないし )

x 4 R の は

y ・ 4 ) (八) =g (x )
・ 4 (1 ) =g (水 )
T

従って JG ) = J (g . 4 )
1

こ) (g). 4 (p ) + g (p ) ・ J (4 ) = O
国

で た
。



Section 13.5 : 開部分 多様体 の 接空間で

設定 : M = (Mi A ) : ピーn.mfd.PER 私 M

も Open Submfd
と みなす 、

ゴール :

TR と Tp M が 同じ
"

で ある こと を 示す 。

( Than 11.5.4 )



Prop 13.5.1
: r : ピ (M ) → (R ) は R -aghom.fi→ th

Def 13.5.2 : 各J E TpR について

J : ピ (M ) → R ,
f 1→ J (th ) と する

、

Pro
p
13.5.3 : JE TM for any ) E な



Thm 13.5.4 : TR → IM . J ↳ J は 線型 同型
。

線型性 は easy

単射性 と 全射 性 を それぞれ 示す
、



単射性 :
「

Je TpR with J = 0 in TM を 扖

⑦ ) = 0 in Tpr

も f E ピ (R ) を 扖

⑦ J (f ) = 0

Thm 10.4.2 より p Ehpf 、

TE (M ) で あっ て

ftp://rp と なる もの が とれる ので とる
、

いま j = 0 な ので Jげ ) = J (拓 ) = O

ここ で Than 13.4.1 り O = J (杣) = J (f ) 函



全射 性 i た E TM を 杁

⑦ な ETR st J = 3
,

J : ピ (R ) → R
,
h 1→ 3 (E ) と おく

。

ただし 各 h E (R) について

TE ピ (M ) は

い ヨ

:で":: :::然一一

を満たす もの と する
、

J は well- defined じてん 13.4.1 より )
存在 する )



⑦ JE TpR がっ J = 3

まず J の 線型 性 を 示そ う
.

h
, h ,

h、 E ピ(R ) 、
de R z た ×

⑦ J (h.tk )
= J (h ) t J (ha) かつ J

( th ) = 入) (h )

T.I.IE ピ (M ) で あっ て I M
「 は ☆わ

? 満たす もの

て と J
.

I ☆
にて

この と 2 I + E E ピ (M ) は ☆wh て 満たす ので

J ( h.tk ) = } (I +I ) = 3 (I ) + 3 (E )
=3 (んりりはりま

た 入れ は かん を 満たす ので

J ( Ni ) = } (忼 ) = 入 3 (T ) = 入り (h )



次に J が p において ライプニッツ 則 を 満たす こと を 示そう
、

h.kz E (R ) を 扖

⑤ J (h ・ h ) = J (h ) ・ ha (p ) + h (p ) しん )

I.IE M ) で I の
を 満たす もの を とる

。

E
は

☆ね

この とき II は ☆m を 満たす ので

J ( haha )
= 3 (II )
= 3 (I). れ (p ) + H (p ) ・ 了 (I )

=

J (h) ・ ha(p ) + h 、 (P ・ J (ha )



最後に J = 3 を 示す
。

t fr (M ) を とる
、

⑦ J(f ) = }け)

f は ☆ fh
て 満たす ので

J (f ) = J (th ) = 3 (f).
風



Section 13.6 : Than 13.2.3 の 証明

Thm 13.2.3 (再掲) : 3品 } と 、で、
n

は TM の 基底
.

Proof of 7hm 13.2.3 :

Thin 13.5.4 り T.ME Tp 0 ( as Director Spaces )

{ (意 : ピ(0 ) → R
.
t は 義 卬 ) と に、 im

が Tp0 の 基底 で ある こと を 示せばな
.



Bop 炎0.6.1 より ピ ( 0 ) → ピ(0 ) は R 代数同型

f 1→ f。

また
evp : ピ (O if。 ) → R

,
f たp )

eVan
: ピ( U ) → R , g ,→g (物 )

について

ピ(OiA。)が ピ(U )

evp
Q / em 、

R



これり 。
Section4 の 意味

は 線型同型Trap、 U → Tp 0
(詳細略)

J 1→ J : ピ (0 ) → R

f 、→ g (ha )

いま 1 (京知け た、 im
は Trap 、U の 基底 ( Cor 4.3.6 )

の 、 感知 = (訓。 l.im は 都0 の 基底
岡



Section 13.7 i Th 13.3.1 の 証明

設定 : n E を20

M = (M , A ) : ピ - n 、 mfd

p EM

( 0
,
U
,
u )
EA with PE On d

( O
'

,
V
, V)



Thin 13.3.1 : (再掲 )

Jacob i 行列 した。知、
一 (

る學邶ヅ
"炒

ij =1.in

は TM の 碁底

川品川 に 1in
から 1 ( 剥灼が、

n
へ の 変換行列

だ J = TM が J = I a (訓 馮叭訓 し たが 町

と書いた とき

は晥悠) = 閩



準備 :

Lam 13.7.1 : 各 に 1 、

・・

、 m について

ヨ で E (M ) st 、 (品} (T ) = 1
' は K

O に も k

け び i 0
'

→ R
, Y 1→ (がい) は ピ級 on じ

し こ の び を Thm 10.4.2 で 延長 すれ ば よい
、



Proof of Im 13.3.1 : 以下 を 示せ ば よい 、

⑦ (訓。

= きしした畭明 (訓
、っ

にし

に し
、

・・

、 n を fix

Len 13.7.1 の I E (M ) を とる
、

i = K

(意} (で ) = 1 t.tk に 注意 する と

以下 を 示せ ば 十分

⑦ (訓。
(で ) = (した地 的j



(高卜 (武 ) = 第 山
(聊 )

の 弴橤 (邶り
=

漣銷律
" る一世↓ (砒鉚)

らしく響 (邶り
(阿がク )

= E、 NK nn
いで(p )

= もし諭しで ) 心畑は⇐ ・

mi 心、許どっ
せた吟吟は

岡


